Oe 


Patter 


s) oy ( 
me 


totais 
Sy 


» 


ey 
bese 


Pat 
hs 
ee 


= 


eee 


o 


ree 


ote 


ees 
aS 


ao 


Sees 


ent 
caret 


hate 
) 


aetolettte 


it 
RCO 


Det, 
GE 


ea 
Berta 
Weenie! 


S 


Bes 
ety 


i, 
Cou 
us 


y 
OO 


es 


see 


HS 
46 
Re EES 

70h 
A tt, 


fe 
ua 


fh, 
Us ai ‘3 
$, 


Be 


AGS, 
IK 


wats 

ety 
Paes 
‘eta 


SESS 
a 
S: 


Ses 


ete 


ae 


fie 
‘ a 
a ‘ 
; Sh 
zi0h 
uf 
<e 
‘ six 
yi 
i 
‘ 


Seta ot, 


ee 


DIE 


GRUNDLAGEN DER THEORIE 


DES 


LOGARITHMISCHEN POTENTIALES 


UND DER 


KINDEUTIGEN POTENTIALFUNKTION 


IN DER EBENE. 


Von 


Dr. AXEL HARNACK 


PROFESSOR AM POLYTECHNIKUM ZU DRESDEN. 


G 


LEIPZIG, 
VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
1887. 


Druck von B, G. Te 


Inhalts - Verzeichnis. 


Seite 
LDU) TRAY Y Sethe Mal eM ee eo, DN MAN ome ei iP ii te aa et | 
Erstes Kapitel. 
Allgemeine Saitze tiber das logarithmische Potential 
und die Potentialfunktion. 
§ 1. Definitionen des Potentiales . . . . 6 
§ 2. Ib particle at rontiar iciniia apidercolbacttt doven ollgemetnesiatepral 9 
§ 3 und 4. Die Potentialfunktionen im Kreissektor und Rechteck. . . . 12.19 
’ § 5 und 6. Das Potential einer Flichenbelegung und die Differentialgleichung 
im Innern der Masse . . . . 20. 22 
§ 7 und 8. Das allgemeine icon fiover Digerentialeletenune ae dhe 
analytischer Charakter. . . . . 24,27 
§ 9. Das Potential emer Kur veubeloune: Dre Daferential gloicniver am Rande 29 
§ 10. Das Potential einer Doppelbelegung und die Gleichung zwischen den 
Randwerten desselben . . . . TC ee nce UpR RM tab acai at eRe 
§ 11. Die Integralgleichungen der Potentiales Lai Rats 1 as Me, Tt OS 
§ 12. Die Greenschen Integralsiitze .. . pet Ste ia Pal ot srr rm en) 
§ 13. Die Maxima und Minima der Pomuvaltank ton ae Son 47 
§ 14. Die Integralrelation zwischen den Randwerten einer Potantiaihmenae 
und ihren Ableitungen nach der Normalen . . . 49 
§15. Die Gleichungen zwischen den Didenentinlauotienton oe *Potantitles 
einer Doppelbelegung . . 51 
§16 und 17. Die konjugierte Feakuon aad BEE Eommplexs inieocar yon h Canchy 53. 55 
§18. Die Niveaulinien und Knotenpunkte. .. . Ate eee OO 
§ 19. Grenzbestimmungen fiir die Werte einer Polentialfanktion eka ca OL 
$20. Unendliche Reihen von Potentialfunktionen . . . ..... =. =. 65 
Zweites Kapitel. 
Die zur Bestimmung einer Potentialfunktion ausreichenden 
Bedingungen. Die Higenschaften der Greenschen Funktion 
und der nattirlichen Belegung. 
§21 und 22. Bedingungen zur eindeutigen Bestimmung . . Beg nn Bey Cl) 
§ 23. Definition der Greenschen Funktion und Beweis ihrer Picken Eigen- 
schaften . . . 71 
§ 24. Die Greensche Darabetbice. einer Pankont im Takbed einer ;Kurve Haale 
ihrer Randwerte . . . wee 
§25 und 26. Die Greensche Panktion fiir en oe tind oye Hechteck sees 
§27 und 28. Das Potential der natiirlichen Belegung und die allgemeinen 


Stitze zur Darstellung eines Potentiales fiir das tiussere Gebiet einer 
UCTUAS Chee Su RMRRERS Cc. AE ae Man AIM <3 SS eee Paro age Ate avai ee ety CPCS 


9nn NO 


IV Inhalts-Verzeichnis. 


Drittes Kapitel. 


Die Neumannsche Methode zur Konstruktion einer Potentialfunktion 


aus ihren Randwerten. 
Seite 


§ 29. Die zugeordnete Funktion und ihre Higenschaften. . . . .. . . 86 
§ 30. Die Konvergenz der zugeordneten Funktionen nach einer Konstanten 89 
§ 31 und 32. Die Bildung der Potentialfunktion fiir das innere und fiir das 


iussere Gebiet einer Kurve bei stetigen Randwerten. . . . . . . 94.95 
§ 33. Verhalten bei Unstetigkeitsstellen der Randwerte. . . .... =. 96 
§ 34. Lésung der Aufgabe auch bei unstetigen Funktionen . . - 100 
§ 35. Weitere Grenzbestimmungen fiir die Werte einer Bofentialfaninon 02 
§ 36. Darstellung einer Funktion aus den Werten ihrer Ableitungen nach der 

Normalen.. 1.05 G54 eee eee ce ene, pie ae al ie ne 


Viertes Kapitel. 


Die Existenz der Potentialfunktionen fiir Polygone und beliebig 
berandete, einfach oder mehrfach zusammenhangende 
Flachen. 

§ 37. Die Kombinationsmethode angewandt auf Polygone mit einspringenden 
Winkeln. . . Re tab ae Tee pie ny ee eee OG: 

§ 38. Kine zweite Methode fiir SoaalWen Sos at eases, pea uli 

§ 39. Nachweis der Existenz der Greenschen Punvten fiir ne beliebig 
berandete Flache. . . . 116 

§ 40. Nachweis, dass mittels eines a Gran wenee ae Mrpenselon iitecralee 
eine Potentialfunktion durch ihre Randwerte definiert oe falls diese 


Stevie wei ml. ee 121 
§ 41. Die Eindeutigkeit der Funktion: moh, bel Upbectmimenart ln eeiued 
Randpunkten . . . pe) 


§ 42. Die analytische Porteeuyme ier Potonuatineronen set Boteubale 5 132 
§ 48. Das Greensche Integral bei analytischem Charakter des Randes und 
beliebiger Beschaffenheit der Randwerte . . . Saas args eS ke ROS 
§ 44. Das Verhalten der Funktion in Ecken und hie Seeot 141 
§ 45. Die Konstruktion von Funktionen mit vorgeschriebenen Unateligentton 142 


Fiinftes Kapitel. 


Bemerkungen zur Theorie der konformen Abbildung 
und der Transformation durch reciproke Radien. 


§ 46. Die konforme Abbildung einfach snennnSua ees endlicher Flichen 


auf den Kreis und die Halbebene. . . . . 148 
§ 47. Die Transformation von Fliichen, die sich ins Wnendiicue: Creyeceonl 

durch reciproke Radien . . Sr a gs es Oe 
§ 48. Die konforme Abbildung dieser “Flichen eae, we Le 


§ 49. Die Abbildung des dusseren Gebietes von Porratan een Polyaemed aan 


Hinleitung. 


Die alleemeine Theorie der Funktionen eimer komplexen Ver- 
iinderlichen, welche von Cauchy begriindet, aber zugleich in den 
Arbeiten yon Gauss, Abel und Jacobi von Anfang an mit voll- 
endeter Sicherheit enthalten ist, hat Riemann in seiner Inaugural- 
Dissertation (Géttingen 1851) im neuer Form auszufiihren gesucht. 
Es kam ihm darauf an, die Definition solch emer Funktion unabhingig 
zu machen von ihrem analytischen Ausdruck bei jedem Wert des 
Argumentes, und statt dessen die Funktion durch notwendige Be- 
stimmungsstiicke vollstiindig zu definieren, aus denen alle ihre Higen- 
schaften foleen. Denn es ist, wie Dirichlet in seiner Gedichtnisrede 
auf Jacobi sagt, die immer mehr hervortretende Tendenz der neueren 
Analysis, Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen. In den 
Riemannschen Arbeiten tiber die Abelschen Funktionen, iiber die 
linearen und partiellen Differentialgleichungen ist dieselbe am _ ent- 
schiedensten durchgefiihrt worden. 

Aber fiir einen Hauptsatz in dieser Theorie, dass die partielle 


2 2 
Differentialgleichung ee + = = () stets ein Integral besitzt, welches 


am Rande eines beliebigen ebenen Gebietes vorgeschriebene Werte 
erhalt, wurde der Beweis, welchen Riemann in der Ebene, und in 
ganz analoger Weise Gauss und Dirichlet fiir die Potentialfunktion 
im Raum gegeben hatten, von Herrn Weierstrass als unzureichend 
erkannt. Der Inhalt des Satzes selbst, der eine wesentliche Higenschaft 
der Potentialfunktionen (und sonach auch der Funktionen einer kom- 
plexen Veriinderlichen) aussagt, welche fiir das Verstandnis derselben 
nicht wohl entbehrt werden kann, liess einen vollstiindigen Beweis 
desselben wiinschen. Denn ohne den Satz ist es nicht méglich, die 
Abbildbarkeit eines beliebigen, einfach zusammenhingenden Gebietes 
auf den Kreis zu behaupten, oder die Abbildung mehrfach zusammen- 
hiaingender Flichen aufeinmander zu untersuchen; auch lisst sich ohne 
ihn die Theorie der Abelschen Integrale in der iibersichtlichen Weise 
Riemanns nicht beibehalten. Desgleichen beruhen die neueren Ar- 


Harnack, Die Grundlagen etc. 1 
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beiten der Herren Klein und Poincaré teilweise wenigstens auf 
der Giltigkeit dieses Satzes, der iiberdies fiir physikalische Aufgaben 
in der Ebene und im Raume Bedeutung hat. 

Es ist das grosse Verdienst der Herren Schwarz und Neumann, 
dass sie sichere Beweise unter gewissen Hinschriinkungen geliefert 
haben. Indem ich iiber diese Arbeiten kurz referiere, méchte ich er- 
kennen lassen, welche Liicke mich zu meinen Studien veranlasst hat. 

Herr Schwarz hat das Problem vornehmlich in zwei verschiedenen 
Arbeiten behandelt. Die erste derselben: ,,Zur Theorie der Abbildung“* 
geht von dem Satze aus, dass jedes von geradlinigen Strecken be- 
grenzte Polygon auf einen Kreis konform abbildbar ist, ein Satz, der 
zugleich von Herrn Christoffel in expliciter Form ausgefiihrt worden 
ist.** Liisst man das Polygon mehr und mehr in eine einfach ge- 
schlossene Kurve iibergehen, so wird schliesslich die konforme Ab- 
bildung der von dieser Kurve begrenzten Flaiche auf einen Kreis 
— oder genauer gesagt: die Existenz der Greenschen Funktion — 
mittels bestimmter Konvergenzmethoden erkannt. Diese Methoden 
sind aber so formuliert, dass die begrenzende Kurve als tiberall konvex 
nach aussen angenommen werden muss. Sie gelten also nur fiir diese 
geometrisch eigenartig definierten ebenen Flachen, und lassen sich auch 
nicht auf den Raum iibertragen. 

Die zweite Arbeit des Herrn Schwarz***, welche iiberhaupt in 
gedriingtester Kiirze eine ganze Theorie der Potentialfunktionen ein- 
schliesst, geht von dem Satze aus, dass jedes analytische Kurvenstiick 
ohne singulire Punkte, mit emer gewissen Umgebung zu beiden Seiten 
der Kurve, stets auf eine ebene Fliche so abgebildet werden kann, dass 
den Punkten des Kurvenstiickes die Punkte einer Geraden entsprechen. 
Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung der Koordinaten der Kurven- 
punkte mittels Potenzreihen einer reellen Variabelen, sobald man 
dieser Variabelen auch komplexe Werte beilegt. Hine von beliebigen 
analytischen Kurvenstiicken begrenzte Fliche lisst sich in Teile zer- 
legen, die in soleher Weise abbildbar sind, und es wird nun durch 
bestimmte Konvergenzbetrachtungen bewiesen, dass fiir die gesamte, 
aus solchen Teilen kombinierte Fliche die Bestimmung der Funktion 


* Programm der eidgen. polyt. Schule. Ziirich 1869/70. 


** Sul problema delle temperature stazionarie e la rappresentazione di una 
data superficie. Annali di Mat. S. IJ. T. I. 
O7u 


*«* Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung = eo a 


unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Monatsberichte 
der Akademie z. Berlin, Oktober 1870. 
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aus ihren Randwerten méglich ist, weil fiir jeden einzelnen Teil 
dieser Satz gilt. Abgesehen davon, dass das Auftreten von singuliren 
Punkten am Rande die Anwendbarkeit der Methode etwas erschwert, 
wird, so weittragend die Bedeutung des Beweises auch ist, durch die 
Forderung eines analytischen Charakters der Begrenzung eine nicht 
notwendige Bedingung von vornherein fiir die Untersuchung gestellt, 
die bei dem zuerst genannten Beweise nicht vorkam. Auch unterliegt 
die Methode der Hinschriinkung, dass sie sich nicht auf den Raum 
iibertragen lisst, da es dort einen analogen, einfachen Ausgangspunkt 
nicht giebt. 

Durch seine ,Methode des Arithmetischen Mittels“* hat nun 
Herr Neumann gleichzeitig einen Weg angegeben, auf welchem das 
genannte Problem direkt, und zwar in ganz gleichartiger Weise fiir 
die Ebene wie fiir den Raum, erledigt wird, sobald die Tangenten , 
der begrenzenden Kurve (resp. die Tangentialebenen der begrenzenden 
Flaiche) nicht in das Innere des Gebietes eintreten, Gebiete also, 
deren Grenzen man wiederum kurz als ,konvex nach aussen“ be- 
zeichnen kann. Mit Hilfe der von Herrn Neumann ebenfalls ge- 
fundenen und noch weiter ausgebildeten Kombinationsmethoden kann 
man nun auch solche Gebiete beriicksichtigen, welche aus der Ver- 
schmelzung mehrerer Gebiete dieser Art entstehen, oder wenn man 
Gebiete von hdherem Zusammenhange darstellen will, aus der Ab- 
trennung eines solchen Gebietes 1m Innern eines anderen. Welchen 
Nutzen der Satz trotz dieser Beschrinkung gewihrt, hat Herr Neu- 
mann neuerdings gezeigt**, indem es ihm gelungen ist, siimtliche 
Existenztheoreme Riemanus in der Theorie der Abelschen Integrale 
zu beweisen, wobei man lediglich von der Lésung der Randwert- 
aufgabe nur fiir een Kreis auszugehen hat. 


Doch die Potentialtheorie, und zumal die Theorie im Raume, kann 
bei diesen Ergebnissen nicht stehen bleiben: denn das Problem bleibt 
unerledigt, sobald man es mit eimem ebenen Gebiet zu thun hat, bei 
welchem die Randkurve (ohne analytischen Charakter) teilweise oder 
iiberall konkav nach aussen liegt, oder mit emem Ké6rper, dessen Be- 
grenzungsflichen (auch mit analytischem Charakter) konkav nach 
aussen oder konkav-konvex sind. Denn derartige Gebilde lassen sich 


* Zuerst mitgeteilt in den Berichten der K. Siichs. Gesellsch. der W. vom 
21. April und 31. Oktober 1870. Ausfiihrlicher dargestellt in den ,, Untersuchungen 
iiber das Logarithmische und Newtonsche Potential“. Leipzig 1877. 
** Vorlesungen iiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale. 2. Aufl. 
Leipzig 1884. 
5 i 
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im allgemeinen nicht mehr durch Kombinierungen aus den andersartigen 
Gebieten zusammensetzen. 

Es besteht sonach, zumal in der Theorie des Newtonschen 
Potentiales, ee sehr fiihlbare Liicke, von welcher Herr Neumann 
in der Vorrede zu dem genannten Buche sagt: ,,Sollte es m Zukunft 
gelingen, diese héchst unangenehme Einschrinkung (beziiglich der nach 
aussen tiberall konvexen Flichen) durch eine geeignete Modifikation 
jener Methode, resp. durch die Substitution einer neuen Methode zu 
beseitigen, so wiirde dadurch nicht allein ein befriedigender Beweis 
des Dirichletschen Prinzips, sondern zugleich eine Position ge- 
wonnen sein, welche fiir die ganze Theorie des Potentials von grésster 
Wichtigkeit wiire.“ 

Trotz mancher Versuche ist es mir nicht gegliickt, die durch 
ihre Einfachheit ausgezeichnete Methode des arithmetischen Mittels 
fiir Gebiete mit beliebiger Begrenzung auszubilden*, und ich kehrte 
daher zu der einfacheren Aufgabe zuriick, zuniichst fiir beliebig be- 
grenzte, ebene oder raumliche Gebiete die Existenz der Greenschen 
Funktion nachzuweisen, um dann hieraus mit Hilfe einer genaueren 
Diskussion der Greenschen Integralformel die Existenz der Funktion 
mit beliebigen Randwerten zu erkennen. 


Hine fiir die Ebene wie fiir den Raum gleich anwendbare Me- 
thode, die von dem Polygon resp. vom Polyeder auszugehen hat, 
ergab sich in thnlicher Weise wie bei der erst genannten Unter- 
suchung des Herrn Schwarz. Es mussten zu diesem Zweck nur 
einige einfache Konvergenzsiitze fiir die Potentialfunktionen gefunden, 
und insbesondere die Higenschaften der Greenschen Funktion schirfer, 
als es bisher geschehen, festgestellt werden. Dann wird es in der 
That méglich, auch die Greensche Integralformel in einer gewissen 
Modifikation zu beweisen und fiir das Existenztheorem zu benutzen. 
Die gewoéhnliche Form des Greenschen Integrales erhilt man, sobald 
die Raumkurve von analytischem Charakter ist. 


Diese Ergebnisse, welche ich in den Berichten der K. Siichs. 
Gesellschaft der Wissenschaften (Jahrgang 1886) mitgeteilt habe, 
veranlassten mich, die Theorie des Potentiales in der Ebene und im 
Raume in systematischer Weise, zugleich mit einer, wie mir scheint, 
moglichst vereinfachten Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung, zu behandeln. Indessen ergab sich bald, dass 


* H. Neumann selbst hat soeben weitere Untersuchungen tiber seine Methode 
begonnen, die eine Ausdehnung derselben erhoffen lassen. Im XIII. Bande der 
Abh. der K. Sachs. Gesellsch. der W. 1887. 
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eine parallele Behandlung der ebenen und der raéumlichen Probleme 
nicht zweckmissig ist, zumal da sich in der Ebene einige wesentliche 
Fragen mittels der konformen Abbildung erledigen lassen, was in 
gleicher Weise im Raum nicht mdglich ist. So ist zunachst die vor- 
liegende Arbeit ftir die Ebene allein entstanden, von der ich wiinsche, 
dass sie sich als brauchbare Grundlage der allgemeinen Theorie er- 
weisen mége. Wieviel ich dabei den vorgingigen, oben genannten 
Arbeiten verdanke, habe ich bereits angedeutet. Hier méchte ich 
noch besonders hervorheben, dass meine Arbeit, abgesehen von der 
Erweiterung des Existenztheorems und der Ergiinzung einiger wesent- 
licher Liicken in der allgemeinen Theorie, auch bei der konformen 
Abbildung analytisch begrenzter Fliichen, nichts anderes bezweckt, 
als unter einheitlichem Gesichtspunkt und in einheitlicher Form die 
frittheren Arbeiten darzustellen, die der Form nach voneinander ab- 
weichen, wiihrend sie dem Inhalte nach véllig verwandt sind, und 
deren Verstiindnis teils durch ihre kurze Atisdrucksweise, teils da- 
durch, dass sie andersartige Untersuchungen mit hereinziehen, nicht 
leicht ist. 

Meiner Darstellung habe ich durch die Beschriinkung auf ein- 
deutige Funktionen in der Ebene mit vorgeschriebenen Unstetigkeiten 
einen bestimmten Abschluss zu geben gesucht. Denn mit Hilfe dieser 
Resultate lassen sich, sobald nur noch die einfache Ubertragung von 
der Ebene auf Teile der Riemannschen Fiche vollzogen wird, die 
alloemeinen Sitze in der Theorie der Abelschen Funktionen beweisen. 
Desgleichen begriinden sie die Untersuchung, welche Herr Schottky 
iiber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhiingender Flichen 
ausgefiihrt hat, und ebenso den allgemeinen Satz des Herrn Poincaré 
iiber die Darstellung mehrdeutiger Funktionen mittels eindeutiger. 

Im letzten Kapitel bin ich kurz auf die konforme Abbildung ein- 
facher Flichen eingegangen, als erste und einfachste Anwendung, zu 
welcher die Riemannsche Theorie der komplexen Funktionen gefiihrt 
hat. Ich musste dabei auf einige Liicken aufmerksam machen, die 
bei den bisherigen Beweisen der allgemeinen Aussagen vorhanden 
waren. Im iibrigen habe ich die Methoden und Lehrsitze méglichst 
so einzurichten gesucht, dass sie auf die analogen Probleme im Raum 
iibertragbar werden. Trotzdem wird eine vollstiindige Theorie der 
Potentialfunktionen im Raum noch an mehreren Stellen neue Unter- 
suchungen erfordern. Zu denselben neue Anregung zu geben ist ein 
weiterer Zweck dieser Schrift. 


Erstes Kapitel. 


Allgemeine Siitze iiber das logarithmische Potential 
und die Potentialfunktionen. 


Sid. 


Ist zwischen einem Massenpunkt uw mit den Koordinaten a,b und 
einem anderen Massenpunkt m mit den Koordinaten «x,y eme Ab- 
stossungskraft R vorhanden, welche der ersten Potenz der Entfernung ¢ 
proportional ist, so ist 


R=£", s=Ve@—aFt+—0) 


und die Komponenten X, Y der von uw auf m ausgeiibten Beschleunigung 
besitzen die Werte 


xa hm ra um dE yum y—b umes 
= eee 4 : = : 


€ é & O02 € é é oy 


Wirken auf den Punkt m mehrere Massen «,, us, u3,--. aus den Ent- 
fernungen é,, &, €,-.. und zwar alle in derselben Ebene, und setzt man 


Om @ +e ae 


so werden die Komponenten der gesamten beschleunigenden Kraft, 
welche auf den Punkt m wirkt, durch die Werte 


Cu ou 
X=—m—, Y=—m- 
02 ey 


dargestellt. Die Grésse wu heisst das logarithmische Potential 
der Massen uw. Der Wert desselben ist von der Wahl der Massen- 
einheit und von der Wahl der Lingeneinheit abhingig. Wird die 
lineare Eimheit um das n-fache geiindert, so findert sich der Wert 
des Potentiales um eme additive Konstante. 

Sind 7, # die Polarkoordinaten des Punktes m, welcher beweglich 
gedacht wird, und r;, 9; die Polarkoordinaten eines Massenpunktes ux, 


id 
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welcher fest ist, so ist J(s,) gleich dem reellen Teil von /(re'?— r,¢'%;). 
Ist also 7 > 7, so wird 


(=) =1(~) + = cos (@ - o)+5 5 (2) eos2(o - O)+s 5 (7) mse Ox) +.. 


€k 


-Ist r > 7%, so wird 


(=) =1(4) + 7 cos(o— Euiots +("*) cos 2(0— a)+. + (2) cos3 (o— Oye 


Ex 


Auch fiir r=7r; gilt diese Entwickelung, wenn # von ; verschieden ist. 

Wenn also simtliche Punkte uw, ausserhalb eines um den An- 
fangspunkt der Koordinaten beschriebenen Kreises legen, wihrend m 
im Innern desselben sich befindet, so lisst sich das Potential nach 
steigenden Potenzen von r entwickeln: 


1 
U = Uy Se — nr", wobei Uy = 2 uxl fe ee Cn Pal cosn(#—9;). 


n=1 
Liegen dagegen simtliche oe wu, innerhalb eines Kreises, und m 
ausserhalb desselben, so wird das Potential nach steigenden Potenzen 


yon - entwickelbar, und es ist 


n= mi(~ \+ > ae) » wobei M= >", On = Sears’ cosn(F—;). 
E & 


Die Grosse M stellt die Gesamtmasse des Systemes dar. Riickt 
der Punkt m ins Unendliche, so wird das Potential logarithmisch 


unendlich, und zwar wie MW (=) fiir r= oo. Nur wenn die Ge- 


samtmasse null ist, bleibt das Potential endlich; es erhailt im Un- 
endlichen den Wert null. 

Ist die Masse tiber eme ebene Fliiche stetig ausgebreitet, so ist 
das Massenelement d M—=0dadb, wobei 0 die Dichtigkeit der Belegung 
bezeichnet; also ist 


m= fodadt, 7 =/{ fx) dadb. 


Liegen auch hier die Massen ausserhalb eines Kreises, der um den 
Koordinatenanfangspunkt beschrieben ist, und sind g, 4 die Polar- 
koordinaten der Massenelemente, 7, # die Polarkoordinaten irgend 
eines im Innern des Kreises befindlichen Punktes, so ist in diesem 
der Wert des Potentiales 


w= f foe Jedoant Sef fo(2) "eos h(8—H) ode dy. 
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Die Doppelintegrale beziehen sich auf die mit Masse belegte 
Fliche. Liegen dagegen die Massenpunkte innerhalb des Kreises, so 
ist fiir jeden Punkt vr, 9, der ausserhalb des Kreises sich befindet 


n=@ < 
— y a oi n ae "ds 
u Ae 7) f fee doe dy + - ( day do” cosn(# — 4) odody. 


Auch hier wird das Potential, wenn der Punkt m ins Unend- 
liche riickt, entweder logarithmisch unendlich oder null, je nachdem 
M von null verschieden oder gleich null ist. 


Beispiel. Fir eme Kreisfliche mit dem Radius a und gleich- 
missiger Belegung ist 


M— nao: n= of fi) da dbs 


Ist x, # ein Punkt ausserhalb des Kreises, so wird 


vf fa(2)+ +£ cos (#— nts 5(2) eos2(0— 1) Jededy—mi(_). 


Ist 7, ® en Punkt innerhalb des Kreises, so wird 


2a r 27 a 
wna fi (7) +Seos(o-n)+..Jededn+d f {1i(7)4+7 c0s(0-n).-Jede dn 
0 0 : aS one . 
= 2001 () feve 1 2nd {i(C) ede Cea? 
r 0 2 


2 
0 a 


cmnsu[3i()]-a[} 1) 


Ist die Masse tiber eine ebene Kurve stetig ausgebreitet, deren 
Bogenelement ds ist, so ist dM = odds, also 


M= f das, u = f 31 (Z)as 


Auch hier gelten analoge Reihenentwickelungen wie im vorigen 
Falle. 


wobei 


Beispiel: Fiir ee Kreisperipherie mit dem Radius a wird, 
wenn sie mit Masse gleichmassig belegt ist, M=2aad. Also ist 
fiir Punkte ausserhalb des Kreises: 
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u= 2 fi(2) af “Cos Co H) he} adn = Ml (=) 


0 


und fiir Punkte innerhalb des Wreieen 


22 
w= a fii’) =e “cos (9 n)...Jadn = mi(+). 
0 


§ 2. 

In jedem Punkt der Ebene, der ausserhalb der wirkenden Massen 
liegt, erhalt das Potential einen bestimmten Wert, der sich stetig 
indert. Dasselbe gilt auch von den Differentialquotienten, sowohl 
erster als hdherer Ordnungen, da diese ebenfalls die Form von 
Summen oder von Integralen erhalten, in denen die einzelnen Terme, 
resp. die zu integrierende Funktion tiberall endlich und stetig bleiben. 

Es ist 


ou wc—-a ou |S ane) 

OPA ees esa > aro é* ‘ 

au wy—b &u = 1 ae 

oy ae Bie RE OY 2 ar st 
und analoge Gleichungen bestehen, wenn das Potential mittels eines 
zweifachen oder einfachen Integrales definiert ist. Sonach ist das 
logarithmische Potential eine Funktion, welche in allen endlichen 
Gebieten der Kbene, die ausserhalb der wirkenden Massen legen, 


nebst ihren Ableitungen endlich, eindeutig und stetig ist und der 
partiellen Differentialgleichung 


gentigt. 

Hine jede Funktion w (%, y), welche innerhalb eines gegebenen 
Gebietes in der Ebene nebst ihren ersten Ableitungen stetig ist, 
wihrend die zweiten Ableitungen in Bezug auf die beiden Variabelen 
integrierbar sind und die partielle Differentialgleichung 

fu au 
oder in Polarkoordinaten die partielle Differentialgleichung 


au . 1 du 1 au o? 6?u 
Cieeor | + oF eae) oe. Gi noel 
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befriedigen, ist durch eine Fouriersche’Reihe und zwar in folgender 
Form darstellbar®. Beschreibt man um eimen imneren Punkt des Ge- 
bietes einen Kreis mit dem Radius 7, so ist fiir alle Punkte dieses 


Kreises 


k= 
u=A,+ » A, coskd + B, snk, 
= 
eee Wigs rege 
A, =: _ fue, A, = |" cosktdd, B,= |" sn kad. 
2 I, I 
—n 70 —n 


Die Koeffizienten A), Ax, B;, sind Funktionen von r. Um die Form der- 
selben zu ermitteln, bilde man aus der partiellen Differentialgleichung 


die peiauagen 


wy ‘Bu 
sf ars ce ise a nig 2 


oe +2 

1 en en 

che ae cosko de + — f wntedot a fas cosktdt=0, 
—2 ay 

il eon i 1 abu 2 1 yy : 

Pal Peres inkode+ = fF sinkodo + —y f sesinkods =o. 
ee, ee i 


Dieselben erhalten, wenn man in dem letzten Integrale jedesmal die 
partielle Integration ausfiihrt, die Form: 


G? Ags: ii hgliae 0 
dr r dr Z 
OA ey led hk? 
Te Yr Pry per 
OWE, Weil lb 18” 
dr? r ar peas 


Aus der Integration derselben erhilt man die Werte: 
Ay = a + a',1(r) 
A; —— ar” a ayn —* 
B, — by r* + Or —*. 


* Tn Bezug auf die Lehrsitze tiber die Fouriersche Reihe, die tibrigens hier- 
bei immer nur unter den geliufigsten Bedingungen benutzt werden, darf ich auf 
den 2. Band meiner Bearbeitung des Lehrbuches der Differential- und Integral- 
rechnung von Serret (Leipzig, 1885) verweisen. 
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Die Funktion w ist also darstellbar durch eine konvergente Reihe von 


der Form 
=O 


3) u=a tal) +3} coskd(ayr*§ + alyr-*) + sinkd (r* + br—*). 
k=1 
Diese Reihe konvergiert auf allen Kreisen, die innerhalb des Gebietes 
liegen, in welchem wu in der angegebenen Weise definiert war. Da 
der Punkt » =0 im Innern dieses Gebietes angenommen wurde, so 
miissen die Integrale A;,, B, auch fiir » =O endlich bleiben, d. h. die 
Koeffizienten a’), a';, b', mtissen null sein. Also ist 
k=O 
4) u = Ay i, (a cosk® + by sink) r*. 
k=1 
Die konstanten Koeffizienten werden durch die Werte bestimmt, 
welche die Funktion w auf irgend einem Kreise besitzt, der innerhalb 
des Gebietes liegt, oder allenfalls bis an die Grenzen desselben heran- 
reicht. Nennt man den Radius eines solchen Kreises r,, die Werte, 
welche wu auf demselben besitzt, U, so ist 


ue a 
4y= 0 = 5, f Uae, Ava rf = = U coskt dé, 
—2 San 
ipa aa 
B,= hart © [ Usinkods. 
—7n 


Diese Darstellung gilt sonach insonderheit fiir jedes Potential lings 
eines jeden Kreises, der keine wirkenden Massen einschliesst. 

Auf einem Kreise aber, in dessen Innerem i Gebiet vorhanden 
ist, in welchem die partielle Deeeentalelea hance re vate a = 0 nicht 
mehr besteht, gilt die zuerst gefundene allgemeinere Entwickelung. 

Da nun das Potential von Massen, die simtlich im Endlichen 
gelegen sind, im Unendlichen selbst nur logarithmisch unendlich 
werden kann, so ist das Potential solch eine besondere Funktion uw, 


dass fiir dasselbe auf eimem beliebig grossen Kreise die Entwickelung 
besteht: 


5) u=a' ot (— 2) + S¥ eh contort Va sinta) (A jie 


Aus der Reihe 4) folgt der Satz: Ist das Potential von Massen, 
die siimtlich ausserhalb einer zusammenhingenden Fliche liegen, mm 
irgend einem Teile dieser Fliche konstant, so ist das Potential in 
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dieser zusammenhiingenden Fliche tiberall konstant. Denn konstruiert 
man in dem Teil der ebenen Fliche, in welchem das Potential kon- 
stant ist, einen Kreis mit dem Radius e, so ist auf diesem Kreise 


sowohl, als auch auf allen konzentrischen Kreisen r < e das Potential 
k= ow 


U darstellbar durch eime Reihe U, oe (a, cosk® + 0, sin ka@) r*, 
k= 
Diese Entwickelung gilt aber auch fiir die konzentrischen Kreise 7, 
deren Radien grésser sind als e, solange dieselben ganz im Innern 
der vorgegebenen zusammenhiingenden Flache sich befinden. Bezeichnet 
man mit & den grésstméglichen Radius, so konvergiert die Fouriersche 
Reihe, solange r< R ist, gleichmissig Mithin folgt nach Multi- 
plikation mit cosk# und sin k® und durch gliedweise Integration nach 
der Variabelen @ zwischen den Grenzen 0 und 2, dass die Koeffizienten 
a, und b siimtlich verschwinden mitissen. Sonach hat U den kon- 
stanten Wert U, auf allen Kreisen des konstruierten Systems. Da nun 
jeder Punkt im Innern dieses Systems zum Mittelpunkt eines neuen 
Kreissystems gemacht werden kann, und da sich durch fortgesetzte 
Konstruktion solcher Kreissysteme jeder Punkt im Innern der zusammen- 
hingenden Fliche durch einen Kreis einschliessen liisst, so erkennt 
man, dass das Potential in allen diesen Punkten denselben Wert hat. 
Hine jede Funktion uw, welche im Innern eines Gebietes nebst 
ihren ersten und zweiten Differentialquotienten stetig ist und der 
partiellen Differentialgleichung 1) geniigt, also durch Reihen von der 
Form 4) darstellbar ist, soll eine regulire Potentialfunktion oder 
auch kiirzer eine harmonische Funktion genannt werden. Alle 
ihre Ableitungen in Bezug auf + und # kénnen durch direkte Differen- 
tiation der Reihe erhalten werden, und die Reihe selbst bildet den 
reellen Bestandteil emer Funktion einer komplexen Variabelen. Denn 
es ist aes ae. 
Uu+ iv = ay rae (ax cosk + by snk) + in (a, sink — b, cosk®) 


k=0 k=0 


k=O 
= ty et (a, — ib) r* (cosk® + i sink) 


k=1 


k= oO 
ae 7 (ax — idx) (@ + iy)' 
k=1 


§ 3. 
An diese Darstellung jedweder Potentialfunktion fiir die voll- 
stiindige Umgebung eines Punktes, um welchen sie durchaus regular 
ist, wollen wir noch zwei andere kniipfen, welche sich in eben so 
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einfacher Weise ergeben, nimlich fiir die Flache eines Kreissektors 
und eines Rechteckes. Dieselben sind fiir die allgemeine Unter- 
suchung deshalb von Bedeutung, weil sie die einfachsten Beispiele fiir 
das Verhalten von Potentialfunktionen in Eckpunkten des Randes 
bilden. 

Die Winkeléffnung des Sektors sei a; w kann kleiner oder grésser 
sein als x; fiir «= 7 ist der Sektor ein Halbkreis. Der Radius des Sektors 
heisse vr, Ist dann bekannt, dass eine Potentialfunktion in diesem 
Gebiete regulir ist und auch an den Grenzen desselben stetig bleibt, 
so lisst sie sich auf jedem der konzentrischen Kreisbogen, welchen 
wir um den Eckpunkt als Mittelpunkt mit emem Radius r <7, be- 
schreiben, durch eine Reihe von der Form 


kaw 
Auten 4 
1) uw =—»>)B sin i bs 


k=1 


darstellen. Nur auf den Schenkeln # = 0 und # = @ giebt diese Reihe 
im allgemeinen nicht den Wert der Funktion an. Die Koeffizienten 


2) By, = = fe sink ~ &d® 
a ce 
0 


sind wiederum durch das yvorige Verfahren zu bestimmen. Ks ist, 


ka 2 
wenn kk! = — gesetzt wird: 
a 


2 “7 u 5 
3) a gn ink’ odd + sf seiokodee wef car Tdd=0. 
0 


Bezeichnet man die Werte, welche die Funktion « auf dem 
Schenkel # = 0 besitzt, mit U, tt auf dem Schenkel =a mit U,, 
so wird das letzte Tage duvel teilweise Integration: 


a 


cf sosintods = — 2h [((— 1} U,- Ty] — Be f usin oan, 
0 
Mithin bekommt die Differentialgleichung 3) zur Bestimmung von B, 
D 5 co) 
die Form: 


ad? B,. 1 dB, ki? 2 i 
a r a v2 7 eee B ((— 1} U, — U,] 


und das allgemeine Integral derselben ist 


6) 
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‘eel ay ee d 
) Bar [-2 f(CY G0) sat a] 


Tr 


1 : ; 
+r-#* E a. (Ce 1)! oR U;) o* —'de+ de, 
0 


wobei ¢ und c; Konstante sind; dieselben kénnen dadurch bestimmt 
werden, dass man den Wert von JB, bildet fiir zwei bestimmte Kreis- 
bogen, z. B. r, und 7, <7,. Sind V, und V, die zugehérigen Werte 
von w#, so ist 


( 
9 
2 /%. sink Odd =r7,¥ qj +17y— efco ies -U,)o'*do+er|, 


0 
¥, sink’ $d = r,¥ efi 1) U, — U,) ente| 


2 
5) 


R | 


} 2 
| 
ie n¥(-= f(- 1) 0, - 0) 0% do + esl. 
| + i ot] 


Die Herleitung der Gleichung 4) erfordert den Nachweis, dass 
die Differentiationen nach yr in der Gleichung 3) an den Integralen 
selbst vollzogen werden kann, was eines besonderen Nachweises be- 

~ a2 
darf, weil die Ableitungen = und a in den Punkten der begrenzen- 
den Schenkel nicht mehr endlich zu sein brauchen. Man erhilt 
indessen die Gleichung 4), indem man zuerst einen Sektor betrachtet, 
der innerhalb des gegebenen liegt, also von #—=—e bis =a — y und 
alsdann zu den urspriinglichen Grenzen O und «@ iibergeht. 


Wenn nun das Potential endlich bleiben soll auch fiir » = 0, so 
muss, wie aus der zweiten der Gleichungen 5) fiir r, = 0 hervorgeht, 
¢; =0 sem und es wird die allgemeine Darstellung jeder reguliren 
Potentialfunktion fiir den Sektor: 


k=O kn 1 
u= Sere snk—2 
a 
co 


c= 2 


> ‘sink =o oft [Corre O) (7 ote, afte 1}'U,- v,)(°)*% 
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Die Funktion ist auf diese Weise in zwei Bestandteile zerlegt. 
Der erste hat auf den Schenkeln des Sektors den Wert null; der 
andere ist eime partikulire Funktion, welche auf den Schenkeln die 
Werte U, und U, hat. Sind diese Werte null, so reduziert sich 
die ganze Funktion auf den ersten Bestandteil; also eine jede 
Potentialfunktion, welche innerhalb eines Sektors mit dem 
Winkel « regular ist und auf den Schenkeln desselben den 
Wert null hat, ist in der Form 


k=o ka = 
“= > Cr * sink—F 
a 
k= 1 


darstellbar. Diese Darstellung lisst das Verhalten solch einer 
Funktion in der Ecke selbst beurteilen. Konvergiert 7 nach null, so 
wird das Anfangsglied der Reihe die Funktion w darstellen. Die 
Reihe kann mit dem Werte 4 =1 oder mit einem grésseren Werte 
beginnen. Falls aber die Funktion, welche auf den Schenkeln den 
Wert null hat, innerhalb des Sektors ihr Zeichen nicht iindert, so 
muss das Anfangsglied k= 1 sein. Die Funktion hat dann in un- 
mittelbarer Umgebung des Eckpunktes die Form 


oi 
See 
u=¢r*sn-® 
0 


und die Ableitung nach der zu den Radien normalen Richtung ist 


1 du m 28 % 4 
—-_ =¢,—re cos—@. 
row Ly a 


Man sieht, dass diese Ableitung fiir * =O null wird oder endlich 
bleibt, falls « <a ist; dagegen unendlich wird, aber héchstens von 
der Ordnung =) falls a > 2m ist. 

Ein besonderer Satz ergiebt sich fiir den Fall, dass 7 eine ganze 

a 
Zahl ist; wir wollen aber nur den Halbkreis betrachten, wenn also 
a—a ist. Die Funktion, welche auf dem Durchmesser den Wert 
null hat, ist dann dargestellt durch die Reihe 
k=0 
u= >a. snkd 

und hieraus ist zu ersehen, dass die Funktion stets eindeutig 
fortsetzbar ist auf die andere Hilfte des Kreises, indem 
man @ die Werte von z bis 2z erteilt. Die Funktion bekommt 
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in Punkten, die zum Durchmesser symmetrisch liegen, entgegengesetzt 
gleiche Werte. 

Dieser Satz lisst sich sofort dahin verallgemeinern, dass jede 
Potentialfunktion u, welche langs einer Geraden Werte U 
besitzt, die auf der Geraden eine regulire analytische 
Funktion bilden, tiber dieselbe hinaus fortsetzbar sein 
muss. Denn macht man irgend einen Punkt auf der Geraden zum 
Anfangspunkt eimer Reihenentwickelung 

U=atar+artar+..., 
welche die Werte der Funktion U durch die Abstinde + r vom Anfangs- 
punkt definiert, so stellt die Reihe 
k=O 
V=4 + > ar cosk? 

eine Potentialfunktion dar, welche zu beiden Seiten der Geraden 
definiert ist und auf der Geraden die Werte U besitzt. Demnach ist 
« —v eine Potentialfunktion, welche auf der Geraden den Wert null 
hat und nach dem eben bewiesenen Satze gleichfalls tiber dieselbe 
hinaus fortsetzbar sein muss. Folglich ist auch wu auf beiden Seiten 
der Geraden vorhanden. 


Wir kehren zuriick zu dem allgemeinen Fall in der Gleichung 6) 
und nehmen an, dass U, und U, fiir ry = 0 den nimlichen Wert haben, 
sodass die Funktion auf den Schenkeln des Sektors stetig bleibt. 
Man kann nach dem Verfahren, welches im § 7 ausfiihrlicher ange- 
geben ist, zeigen, dass sich die partikuliren Integrale in der Form 
darstellen lassen: 


ny 2 
Na ied ea? (or) “ do 
0 0% —2r%o* COs 
n a 
ling heere, : (er)* do 
+7 sno 0, eT oe Care 
9 @ ah BE Oost” 


Das erste Integral stellt eime Potentialfunktion dar, welche fiir 
#—0O den Wert U,, fiir @—=a den Wert null hat; das andere hat 
fiir @—0O den Wert null, fiir @—a den Wert U,. Bezeichnet man 
mittlere Werte von U, und U, (die von r und # abhingig sind) durch 
V, und V,, und setzt man zur Abkiirzung = m, so ergeben diese 


Integrale fiir jeden von 0 und q@ verschiedenen Wert von # 
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1 7” — ¥™ cos mt bf 

v= 27, [aretg r”™ sin m & me +5| 
1 i ri” +r” cosmd Ef 
3 ae ares r™ sin m > Blend 


Um aber das Verhalten der Funktion und ihrer ersten Ab- 
leitungen in der Umgebung des Eckpunktes zu beurteilen, betrachten 
wir direkt die Reihe 


je km 
Ssnimo | fol) “8 +f0,(%) <e 


0 
und die analoge mit U, eeaites welche durch gleichzeitige Ver- 
tauschung von # mit a —@ erhalten wird. Wir nehmen an, dass 
U, regulir, also von der Form ist: 
U,= 4+ 4,0 + 07+... 
im Intervall von ge =0 bis 9 =7,. Alsdann wird der Koeffizient von 
sinkm® gleich 


ae TO) a a ve ‘ : 
Pst: A gait.) det sam f Coot + aeim+ de, 
0 


r 


und dies ist im allgemeinen (denn es werden, wenn m —<= rational 
ist, auch logarithmische Glieder auftreten) gleich: 
y\km J Ao \ 
je) ; leet iw 9” he | 
2 {a km 
a lkm * k?m?—1 


2*F 1.8 4) 
ap, i sink™ 9 = (1—* 


ae OM iy oe ee et } 


k?m 


Da nun 


ist, so wird 


oe )" ( as .) 
w=a,(1— *)- 2 See km a 1 et ee 971 ai 


x Les. il 
+ — 2 Shim sin km (4 —— pa, kT an.) 
hal 
Die erste dieser beiden Summenformeln ist eine Potentialfunktion, 
welche auf den beiden Schenkeln des Winkels den Wert null hat; 
wir lassen dieselbe daher fort und betrachten nur noch die Potential- 


Harnack, Die Grundlagen ete. 2 
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funktion w,, welche aus den iibrigen Gliedern besteht; dieselbe lasst 
sich in der Form darstellen: 
sin ( - er 2 sin 2(a@-#) 


9 Se ee gl ee 
sin a sin 2a sin @., 


a 
W, = (1-=) + 4,7 


denn die obige Reihe ist die Darstellung dieser in Form der Fourier- 
schen Reihe innerhalb des Intervalles von 0 bis «a. 


Also ist 
1 dw, 1 cos (a — #) cos 2 (a — #) 
y OF tbe) ee sin a cae sin 2a 


Fiir + =0 wird dieser Wert von der ersten Ordnung unendlich; 
da aber eine analoge Entwickelung derjenigen Funktion, welche sich 


1 
auf U, bezieht, mit dem Gliede ap M0 beginnt, weil U, (0) = U, (0) 


5 : : : 1 
sein sollte, so fallt dieser erste Term bei der Bildung von Pa = fort. 


Ferner ist 
Ow, . sin (a — #) 


sin 2 (a — #) 
or 2 sin a 


sin 2a 


+ 2a,r +... 


Die partikulire Potentialfunktion, welche wir hier konstruiert 
haben, mit den Randwerten U, und U,, hat also, wenn U, (0) =U, (0) 
ist, die Higenschaft, dass ihre Ableitungen auch fiir r =O endlich 
bleiben. Da aber zu derselben noch eine Funktion hinzutreten kann, 
welche auf den Schenkeln den Wert null hat, so erhilt man den Satz: 


Sind die Funktionen U, und U, regulir, und ist U, (0) = U, (0), 


so bleiben die Ableitungen : oe und “ fiir r =O wmmer endlich, 


oo 
wenn & <x rst; sie kinnen unendlich werden, aber nur von der Ordnung 


a 
1l- m= 


*, sobald a> ist. Ist aber die Randfunktion U an der 


von der ,ersten Ord- 


= 


Stelle r =O unstetig, so wird die Ableitung oS 


nung unendlich. 


Die obige Gleichung fiir w, gilt nicht, wenn a ein rationaler 
Teil von 22 ist; aber der eben bewiesene Satz bleibt bestehen; er 
modifiziert sich nur fiir den Fall «=z; alsdann bekommt w, die 
Form: 


k=o . 
W, = Ay (1 = | + Sar (1 = 2) cos k® — —— 1) | 
k=1 


und es wird 
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1 dw Op oR 1 a k 
pepe EO igk—1[ = =e Bo tA | pe ht . : 
ess, s ay ae" ( cosk# ae *) sinko “ coskl(r)), 


ic2) 
oe =(1- NS Si a, 7* cos aes ie x sin kD - ae LO) Sieaur' sink. 
k k=] 
Es kénnen also die Ableitungen im Tpanhe r = 0 logarithmisch un- 
endlich werden, wenn a, nicht null ist. 


§ 4. 

Ist in emem Rechteck von x =0 bis x =a und y=0 bis y=) 
eine Potentialfunktion gegeben, die auf dem Rande x =0 und x=a 
die Werte V, und V,, auf dem Rande y=0O und y=b die Werte 
U, und U, hat, so ist dieselbe darstellbar in der Form 


a 
; bd p Re Fate o bi 
u= ss A; sink — & und es ist Ava fwsink quae 


0 
Aus der Differentialgleichung en + —~ oe = 0 folgt wie friiher 
@4 2 (Pu. 2 2 Inf ne r,| Ie a? 
oF le sin i 7 LAL = ‘d vy, a 1)'*— + e A; 
0 


Wir wollen nur den Fall betrachten, dass V, und V, gleich null 
sind; denn man kann, wie spiiter gezeigt wird, die allgemeine Potential- 
funktion zusammensetzen aus solchen speziellen, welche auf zwei gegen- 
iiberliegenden Seiten des Rechteckes die Werte null haben. Aus der 


Differentialgleichung folgt dann 
a 


na 
k—y —k—y 
Ap=ce*+cpe ¢ 
und die Konstanten ¢ und c;, sind durch die Gleichungen bestimmt 


mn 


a a 
A Ce 21 ER aaa ea 
— | U,smk—adr=aq4+c¢;, — | U,snk—adr=—cqe* +c,e *¢ - 
ie a a a 
0 0 


Bezeichnet man die Integrale auf den Jinken Seiten zur Abkiirzung 


4 4 5 , 
mit «@ und p,, und k— mit i’, so wird 
a 


ce b—y) — e—k 6—») ek y—e—Ky 
gis So pel REST Sites % Se 
: aoa BAAD ve a c 
Wird also e * mit g, und - se mit Sin (ny) bezeichnet, 


so ist 
2 * 
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4S? gt Geter Rae eek 
= fi ki kad 
pai mL Sin (ky) sin of U, sin k'a dx 
0 
Vigan) k 4 
+ ee 2 Fi Sink! (b—y) sinks [ U, sin kx dx 


0 
die Darstellung einer Potentialfunktion innerhalb eines Rechteckes, 
welche auf den Seiten y=0 und y=b die Werte U, und U,, auf 
den Seiten «=a und x=) die Werte null hat. 


§ 5. 

Es soll nun das Potential untersucht werden, bei welchem die 
Massen mit endlicher Dichte eine bestimmte ebene Fliiche, die 
ganz im Endlichen gelegen ist, ausftillen. Ist + die ganze mit Masse 
belegte Fliche, dt em Element derselben, so ist 


ua foit)ae, r-Ve= are HF 


Y 


wenn wir jetzt mit 7 die Entfernung des Punktes x, y von dem Element 
dt bezeichnen, dessen Koordinaten a,b sind. Auch wenn der Punkt 2, y 
innerhalb der Fliche t hegt, behilt dieses Integral einen bestimmten, 


endlichen Wert, wiewohl i(_) auch unendlich wird; denn fiihrt man 


statt der Koordinaten a,b Polarkoordinaten ein, mittels der Glei- 
chungen: 
a=xz+recsg, b=y+rsing, 


vaf fo (=) rdr de = fay fou) rar 


und es ist die Integration statthaft, weil lim ri(=) = 0 wird fiir 


so wird 


r=(, Aus dieser Higenschaft des Integrales folgt auch, dass das 
Potential eine stetige Funktion von 2, y fiir alle Punkte der Ebene ist. 
Ferner bestehen die Gleichungen 


X= f 37 dv=—f(o2i()ar——%, 
bs Y OX x OLS: Ou 


yy. [je Se) dr Pa: 

r oy OYE ONT oy 
Diese Integrale besitzen nimlich bestimmte endliche und stetige Werte, 
wie durch Hinfiihrung der Polarkoordinaten erkannt wird; es ist 
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X= ffs: ;trdy=—f fd coxpdrde, 
v= fori ardg=—f fosingarag, 


Um nun zu zeigen, dass diese Werte den partiellen Ableitungen 


—— und -- ae gleich smd, auch wenn x, y innerhalb + liegen, 
integriere man das Integral X nach der Variabelen x innerhalb zweier 
Grenzen 2), y und «,, y die im Gebiete t gelegen sind. Zu dem Zwecke 
schliesse man die Strecke von a,y bis 2,,y durch einen beliebig 
schmalen Parallelstreifen t, von der Breite 26 und der Lange a ein, 
und zerlege das Integral X in zwei Teile X, und X,, von denen sich 
der eine auf die Fliche dieses Streifens, der andere auf den iibrigen 


Teil tr, der Fliche ¢ bezieht. Da nun es eine durchaus endliche 


und stetige Funktion von « fiir das Intervall von a bis x, bei allen 
Elementen von 1, ist, so wird 


Js ten fie foe — fo (4)] ty 


Ferner ist 


5 oe boo de, 


kleiner als 4 ee T,, wenn man mit J den absolut grossten Wert 


yon & im Gebiete t, bezeichnet. Setzt man das Flaichenelement 


dt,—=dadb, ferner r =a? + b?, so ist 


fe ct - fi = ftw 


— a 


wobei «, + a gleich der Linge « der emen Seite des Rechteckes ist, 
und «, und a, die Abstiinde eines Punktes 2, y von den zu den 
Ordinaten 6 ae Seiten des Rechteckes bedeuten. Ks ist 


fee ofa Pe ona +B°+B -[al ae 2B > i We 
Vere v Va?+p?-6 Va'+ B?—Bt—a, - Vere 
VEEP D Va,?+ B +8 +21 Varro +P ot ey 

Veg BB are B—B Vash Bay 
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Da die Grosse B beliebig klein fixiert werden kann, wihrend a, 
und a, fiir alle Werte von « innerhalb des Intervalles 7 bis «, end- 
liche Werte behalten, so ist der Betrag von X, bei allen diesen Werten 
von x kleiner als eine beliebig klein fixierte Grésse. Mithin ist auch 


%y 


uf X, dx beliebig klein, und folglich wird 
Yag e af) an, iy [ Galas (ity, tte) 
ne Y a 2 y a y Lo) 


Die analoge Gleichung besteht fiir Y. 


§ 6. 


Die zweiten Differentialquotienten von w lassen sich, falls der 
Punkt 2, y innerhalb der wirkenden Massen liegt, nicht durch ein 
Integral darstellen, welches durch zweimalige Differentiation von 


w= for(y)ar 
r 


unter dem Integralzeichen gebildet wird; denn das auf diese Weise 
gebildete Integral wiirde unzulissig sein. 

Indem wir annehmen, dass die Dichte 0 in der Umgebung einer Stelle 
x,y, welche wir betrachten wollen, eine stetige Funktion mit endlichen 
und integrierbaren Differentialquotienten ist, umgeben wir diese 
Stelle mit einer Kreisflache t, von beliebig klemem Radius. Das Potential 
zerfillt in zwei Teile: «=u, + u,, von denen der erste von den inner- 
halb +, befindlichen Massen, der andere von den iibrigen herriihrt, 
deren Flichengebiet +, heissen moge. Es ist nun 


Pu (, & (+) 
ba? = foros a 
Ferner ist 


Bef fe tf fezatglann— far foziC) 
wt a Jf? = d= f frat Jd, =— fab fo i(—)da 


Wendet man auf das innere Integral die teilweise Integration an, 
indem man die zu einem Werte b gehérigen extremen Werte von a 
mit a, (Hintrittsstelle), a, (Austrittsstelle der Geraden y=b) bezeichnet, 


so erhalt man 
‘00 (“) 


fe at) da= [aa(4)] — 


ae. 


Erstes Kapitel: Allgemeine Sitze tiber Potentialfunktionen. § 6. 23 


Bezeichnet « den Winkel, welchen die nach aussen errichtete Nor- 
male des Elementes ds der Kreisperipherie mit der Richtung der posi- 
tiven a einschliesst, so ist liings der Peripherie an den Austrittsstellen a, 


db = cos ads 
und an den Hintrittsstellen a, 
db = — cos ads. 


Mithin wird 


ma = ~ for) cos ads +f f sai +) dadb, 


wobei das erste Integral fiir alle Punkte der Kreisperipherie zu bilden 
ist; folglich ist 


a2 
alin ~ fo 1 (Jered ff Fal faye) ) | aa db. 
0x? 


Es ist nun fiir den Mittelpunkt w, y des Kreises, wenn der Radius 
desselben mit @ bezeichnet wird: 


r) ea) EY dart’ Me COS a 
Yr 


9 Oa r He Q 
a: Veos ads = — f 8 cos «da = — x8), 


wobei [0] einen mittleren Wert von 0 auf der Peripherie des Kreises 
t, bezeichnet. Sonach ist 


can lt f fal pelea: & lant felz 


Das erste Integral der rechten Seite wird beliebig klein, wenn der 
Radius 0 des Kreises t, beliebig verklemert wird. Bezeichnet man 
also die Dichtigkeit im Punkte za, t mit ‘3 so ist 


oP tt =—20,+ lim 3 1 
eee Jac 
0a PM egeee | eat =) ao 


a7 u : 
== = 005+ lim Jar. 
oY Se () 


(Die Integrale der rechten Seite lassen sich nicht schlechtweg als 
Doppelintegrale schreiben, weil der Grenzprozess in einer ganz be- 
stimmten Weise auszufiihren ist.) Folglich besteht fiir jeden innerhalb 
der wirkenden Massen gelegenen Punkt, in dessen Umgebung die 


also 


) | dey 
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Dichtigkeit stetig und ihr Differentialquotient endlich und integrierbar 
ist, die Gleichung 


eu ou pat 
aa ogh a 
Sa 


Eine jede Funktion wu (x, y), welche innerhalb eines gegebenen 
Gebietes in der Ebene nebst ihren ersten Ableitungen stetig ist, 
wahrend die zweiten Ableitungen integrierbar sind, und die partielle 
Differentialgleichung 

eu , Pu 
1) at ape. f(2,¥) 


oder in Polarkoordinaten die partielle Differentialgleichung 
us ol Cu tee 
z) ay tS on tehaeee 
befriedigen, wobei f eine beliebig gegebene, aber stetige Funktion der 
beiden Variabelen bedeuten soll, lisst sich darstellen als Summe einer 
partikularen Funktion u,, welche dieser Gleichung Geniige leistet, und 
einer allgemeinen Potentialfunktion u,, welche die Gleichung 


erfiillt. Kine partikulire Funktion ist nun durch das Potential 


—5q frente ax 


gegeben, wenn mit « die HEntfernung eines variabelen Punktes r, 0 
innerhalb des Gebietes von den Hlementen mit den Koordinaten @, 7 
desselben Gebietes bezeichnet wird. Denn dass diese Funktion die 
obige Differentialgleichung befriedigt, ist im vorigen Artikel bewiesen 
worden, allerdings unter der Voraussetzung, dass die Funktion f endliche 
und integrierbare Ableitungen besitzt. Das allgemeine Integral der 


* Nach einem Verfahren, welches von Herrn Hilder (Tiibingen, Dissertation 
1882) fiir das Potential im Raume angegeben ist, lasst sich dieser Satz auch be- 
weisen unter der Voraussetzung, dass die Dichtigkeit 0 in der Umgebung der 
Stelle eine stetige Funktion ist, welche der Bedingung geniigt 

abs [d—0)| << Are. 
A und w bedeuten hierbei positive Konstante, waihrend r die Entfernung des 
Elementes mit der Dichtigkeit 6 von dem betrachteten Element mit der Dichtig- 
keit 0, angiebt. Die blosse Kontinuitat der Dichtigkeit scheint zum Beweise des 
Satzes nicht auszureichen, 
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Differentialgleichung ist demnach unter dieser Voraussetzung auf jedem 
innerhalb des Gebietes gelegenen Kreise in der Form darstellbar: 


k= 


. tapas! i 
3) a+ 2 (a cosk & + b, sink) r* — oe f(e, 7) i>) at. 
Solch eine Funktion werde ich eine zuf gehoérige Potentialfunktion 
nennen; ist f=0, so wird die Funktion eime Potentialfunktion der 
frither betrachteten Art. Das Potential 


wna ds frteni)e 


ist aber ebenfalls durch eine Fouriersche Reihe darstellbar; denn wie 
friiher bewiesen wurde, ist «, eime nebst ihren ersten Differential- 
quotienten stetige Funktion auf jedem Kreise, den wir innerhalb des 
gegebenen Gebietes konstruieren. Setzt man 


k=oo 
U, = Ay + > (At coskd + B,snk®), 


1 fs | 


so sind die Koeffizienten A, und B; aus den Gleichungen zu berechnen: 


+2 
lee lie. fe 5 1 
An=~ ggg foskode f(e, 1) (=) ar, 


—n 


+2 
Se yee 2) 
B= = 57 = fsukoas fle, n)l : dt. 


Bezeichnet man das Flichenelement dr mit @ de dy und erstreckt man 
das Doppelintegral iiber emen Kreis vom Radius 7,, in dessen Innern 
der Punkt 7, 0 liegt, so wird 


phot eae 1 
Am 55-5 feoskoas f {7(e,n)t(_) ededn 
0 —aZz 


ae, 
Das Integral von 0 bis 7, zerlege man in zwei Teile von 0 bis 7 — «, 
und yon r+ é bis 7,, so ist 
Bo | arie +2 
A, = lim — ae 7 fede f fee idan f cos ke Me) dit 
AEDT ie Lo wera 4 j zi iS 
—n 


0 —n 


r 


+2 4+ 
j ab SAL ° : 
+him ~ 92% fede P(@,%) a f eos ko (7) a0, 


rte —2 —a 
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Da nun fiir o<r 
ai(2)4$ eo (Jom 
ie =1 + - cos (# — 1) + - cos2(%— m)..., 
so ist im ersten Teil: 


+2 
_fooskoi(s)aa— . © x cosky, 


—7n 


wihrend im zweiten Teil @>7, also 


ai(!) +(Jewe v4 Jerre 
ie =] + ; cos (P m+ 9 5 cos 2( — 9)... 
an 1 1 b 
[coskot(<) dd = — (2) x coskhy 
‘ é k Xo 


—7 


wird. Fiihrt man zur Abkiirzung der Formeln die Bezeichnungen ein: 


ony fil n)dq, = 1 fie n) coskndn, 


und 


ta 
b= = [Fle sinkn dn, 
so wird: ae . 
A, = = se Lf« (2) eae +f (FYeae, 
0 Rae 
By, = — = Je (2) 0 deo = ({) eve}, 
ye 


0 oA ( (7) fede a, l oede 


Durch diese Untersuchung ist die Tee bewiesen: 


f {roa ede dy =1(— Ys SOREN 


an 


Sl A n (2 e)nak(o—ndedear+ f [reap eden 


r, +2 avieate 
re 


Sf rh f(o, 1) (2) cos (9 ~ 1) odedn, 
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re 


Aus dieser Reihe aber lisst sich weiter schliessen: Ist die Funk- 
tion f (, y) in der Umgebung einer Stelle eine eindeutige 
und regulire Funktion, so ist auch das Potential 


—3q {fle t(Z)ae 


in der Umgebung dieser Stelle eindeutig und regulir. 

Hine Funktion zweier Variabelen z, y heisst in der Umgebung 
einer Stelle eindeutig und regulir, wenn sie sich nach ganzen wachsen- 
den Potenzen der Variabelen x, y entwickeln lisst, wobei die betrachtete 
Stelle zum Anfangspunkt der Koordinaten gewihlt ist; d. h. die Funk- 
tion ist von der Form 


Uy + (Ayo % + Ao, Y) A (Gog B+ Oy, VY + Ay y”) +... 
oder in Polarkoordinaten: 
Ay + (ay) cos & + ay, sin) 7 + (ay, cos #?+ a,, cos P sin B+ ay, sin 9”) 7?... 
Driickt man die Potenzen von cos und sin® durch die Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von # aus, nach der Formel 
i —id\m /ei —id\n 
cos 0” sin #” = (‘ a “ *) a) ? 
so gehen, wenn die Dimension m+” mit w bezeichnet wird, auch die 
Vielfachen von # bis zur Zahl uw, und sind gerade oder ungerade, 
je nachdem w gerade oder ungerade ist. Hine eindeutige regulire 
Funktion zweier Variabelen ist also in Polarkoordinaten von der Form 
Aj+ A,r+ A,r?+..., 

wobei A, die Cosinus und Sinus der Vielfachen: uw, (u — 2), 
(w—4)9,... enthilt. Umgekehrt ist auch jede auf diese Weise defi- 
nierte Funktion eine eindeutig regulire. Man kann diese Reihe aber 
auch fiir jeden Wert von r, der innerhalb des Konvergenzgebietes liegt, 
nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen von ® ordnen, weil die 
Funktion durch eine Fouriersche Reihe bei jedem Wert von * dar- 
stellbar sein muss. Man gewinnt diese Reihe, indem man die obige 
mit cosv® oder sinn® multipliziert, und alsdann gliedweise zwischen 
den Grenzen = — a und $ = + a integriert. 

Ordnet man also eine regulire analytische Funktion 
nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von #, so werden die 
Koeffizienten Potenzreihen in r, und zwar enthalten die 


Koeffizienten von cosn® und sinn® die Potenzen 7", r™*?, 
yr +4 
A 


a) 
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Und umgekehrt: Jede konvergente Reihe dieser Art ist 
eine eindeutige und regulire Funktion, weil sie sich fiir 
jeden Wert von r, der innerhalb des Konvergenzgebietes 
liegt, nach Potenzen von y umordnen lisst. 

Ist nun f (@, 7) eine eindeutige, regulire Funktion in der Um- 
gebung der Nullstelle, und setzt man 


k= 
f (@, 1) = &% + >) ax coshy + By sinkn, 

k=1 
so sind «, und 6, durch Potenzreihen in @ darstellbar, und zwar ent- 
halt a, die Terme g*, o*+?, op t4..., desgleichen 6; Setzt man also 
zunichst 

a) = A,+ A, 0? + A, 0%. 

so ist 


(P)frvetent(f) [ag tag tag] 


0 


r, 


1 4, 
fevet(g)de== [Ave + Ave? + Ao? 1(@) de 


r 


: Q” ot 0° - 
i 
+ | 4,38 oo eee qt Aggy t- ae 


Bei Addition dieser Reihen verschwindet der mit / (7) multi- 
plizierte Term und es wird, abgesehen von einer Konstanten, 


vy? 


a 606 


+ A,77+Apaa+. 


, = ON, 2 in 4 
das Anfangsglied des Potentiales. 


Ferner wird o, eine Reihe, welche mit dem Gliede h** Dimension 
in @ beginnt, also wird das See ae der Entwicklung von 


tr a io. gleich = fpr oe 
— > (— o — 
2h u (7) ede g sep rn IY 1 27. Ui Qh Qk 8 
0 


0 
und von 


1 r ; Port ae 
onl ee o do gleich — x fev say) Ee opm ae 


Sonach beginnt der Koeffizient von cos i mit der Dimension 7* 
und schreitet nach Potenzen r*+?, rt+4... fort. Desgleichen gestalten 
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sich auch die Faktoren von sink#. Damit ist der anfangs ausge- 
sprochene Satz bewiesen, dem man auch die Form geben kann: 
Jede zu einer Funktion f(z, y) gehérige Potentialfunktion, 
d.h. jedes der Gleichung 


Ou. Ou 
oat aye f (2, y) 


gentigende Integral, ist in der Umgebung einer Stelle, in 
welcher f(a, y) eindeutig und regular ist, ebenfalls ein- 
deutig und regular, sobald man fordert, dass uw nebst seinen 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist. und dass die 
zweiten Ableitungen integrierbar sind. 


§ 9. 


Sind die wirkenden Massen lings emer Kurve verteilt, und be- 
zeichnet 0 die Dichtigkeit der Belegung auf dem Kurvenelement ds, 


so-ist das Potential 
uw - fa (—) ae. 
f @ 


Werden die Polarkoordinaten eines Punktes auf der Kurve mit 
0, bezeichnet und die Koordinaten des Punktes, fiir welchen das 
Potential gebildet werden soll, mit 7, , so ist falls 0 <r: 


u=i(") [od0+ [ P0c0s(0—n)do+ 5-53 f 80% c052(0—a)do +... 


Riickt also der Punkt 7, # ins Unendliche, so wird w unendlich wie 


(7) feae—a (-) 


fiir r= x, wobei M die Gesamtmasse bedeutet. 


Das Potential iindert sich stetig, auch wenn der Punkt durch 
die Kurve hindurchtritt; denn das Integral behilt eimen bestimmten 
endlichen Wert. Betrachtet man niimlich ein beliebig klemes Kurven- 
stiick 6,, in dessen Innern der Punkt gelegen ist, in welchen x, y von 
der einen oder der andern Seite hineinriicken soll, so liisst sich das 
Potential « in zwei Teile zerlegen, uw, und u,, so dass vw, vom Kurven- 
stiick 6,, %, von dem iibrigen Teile der Kurve o herriihrt; w, indert 


sich stetig, weil 1(—) hier nicht unendlich wird, Um das Integral 


3? 


u, zu bestimmen, mache man den Punkt w, y zum Anfangspunkt eines 
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Koordinatensystems, auf welches der Bogen 6, bezogen wird. Sind 
a,b die pete) Koordinaten der Kurvenpunkte, so ist 


ice . . (ab\2 
sett i Vee av — | 8 Vi+(ilew 


Wir nehmen nun an, dass die Tangenten des Bogens 6, mit der 
Richtung der Abscissenachse keinen rechten Winkel einschliessen. Diese 
Bedingung ist durch geeignete Wahl der Abscissenachse immer erfiillbar, 
sobald die Tangenten des Bogens 6, sich stetig andern. Man hat die 
Abscissenachse nur so zu wahlen, dass sie mit der Tangente in einem 
Punkte des Bogens 6, eimen spitzen Winkel einschliesst, und den 
Bogen o, selbst hinreichend klein zu fixieren. Ferner soll die Dichte 
0 lings des Bogens 6, durchaus endlich sein. Das Potential w, 
ist dann gleich dem Produkt emer endlichen Grosse und dem Integrale 


/ —-— a, 

Vae ae b2 

welches zwischen den zu den Endpunkten des Bogens 6, gehérigen 
extremen Werten von a zu bilden ist. Es ist aber 


= il ite! al ada + bdb 
Sy a 


oder wenn man a?4+ W?=7?, a=rcosg, b=r sing einfihrt: 


pe 
= I? cos pl | + [ cosa? da +f cos m sin g db. 


Bezeichnet man die Entfernungen der Endpunkte des Bogens 6, vom 
Punkte zy mit 7, und 7,, so ist der Wert dieses Ausdruckes kleiner als 


pee jolt oe abs { da a abs f at. 
"3 ry ; se 


Die letzten beiden Integrale sind lings des Bogens 6, zu erstrecken, 
fiir welchen die Differentiale da und db ihr Zeichen nicht wechseln, 
denn die Tangenten dieses Bogens bilden spitze Winkel mit der 
Abscissenachse. Mithin erkennt man, dass man zuerst den Bogen o, 
hinreichend klein wihlen und sodann ein Gebiet um denselben an- 
geben kann, so dass der Wert des Potentiales wu, fiir alle Punkte in 
diesem Bohicte beliebig klein wird. 

Fiir die Ableitancen des Potentiales erhilt man die Gleichungen 


Ou 0 i 

Ou 0 Fat € ao——f9* € 
OU o) eal 1G ews 4 
sf Pay - do fe 2 do =— Y. 


Bay 
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Die Komponenten der wirkenden Kraft sind also gleichbedeutend 


mit — und ao solange der Punkt x,y (oder 7, #) nicht auf 


der mit Masse belegten Kurve legt. Wenn aber dieser Punkt auf 
die Kurve selbst riickt, gelten diese Gleichungen nicht ohne weiteres, 
weil die Integrale ihre Bedeutung verlieren. 

Ist z. B. die Kurve ein Kreis mit dem Radius f und die Beleg- 
ung mit Masse eine gleichférmige, so ist fiir jeden inneren Punkt (§ 1) 


1 


und fiir jeden iiusseren, wenn 7 die Entfernung desselben vom Mittel- 


w= Ml (=). 


Das Potential selbst iindert sich also stetig, wenn der Punkt 
durch die Kreisperipherie hindurchtritt. Dagegen ist fiir alle imneren 
Punkte: 


punkt angiebt: 


Ou Ou 
Aa 0, a0) 


und fiir alle Husseren Punkte: 


eis eat ior ae, Ceili WS oer 5 
72 ye oy 2 ye 


Riickt also der fiussere Punkt x, y auf die Kreisperipherie, so ist 
a GL OU y 
ai ead pape Set COL NP 
Ou SHE oy pak 
d. h. der Differentialquotient besitzt in einem Randpunkt zwei Werte, 
nimlich 0 und — 220 5 je nachdem die Ableitung in der in das 
v 


Innere des Kreises fallenden Richtung von X, oder der entgegen- 
gesetzten gebildet wird. Nur in den Kreispunkten, in welchen xz = 0) 
ist, sind diese Werte gleich. Dieselben sind dadurch ausgezeichnet, 
dass hier die Richtung der Differentiation mit der Tangente des 
Kreises zusammenfillt. 

Bildet man die Differentialquotienten von wu in der Richtung der 
Normalen, so wird fiir die nach aussen gerichtete Normale n, 


ou 1 
und fiir die nach innen gerichtete Normale n, 
ou 
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Es besteht also in dem behandelten Beispiel die Gleichung 


Ou ou 

— +— =— 220. 
On, ONs me 

Diese Gleichung soll allgemein bewiesen werden. Zu dem Zwecke 


formen wir das Integral 


c =) Pe: He) 
paw Ne = fx? 7 do 


um, indem wir mit a,b die Koordinaten eines Punktes auf der Kurve 
bezeichnen und r = V(a — a)?+ (y — b)? setzen. 

Es sei n die Richtung der nach innen gekehrten Normalen der 
Kurve, falls diese geschlossen ist, do die positive Richtung des Bogen- 
elementes, die so gewiihlt ist, dass die imnere Normale zur linken 
liegt (ebenso wie die positive Ordinatenachse zur Richtung der positiven 
Abscissenachse). Bezeichnet man die Cosinus der Winkel, welche die 
Normaie mit den Achsen a und 0 bildet, durch cos (na) und cos (nb), 
so ist 


5A) -ontn 2) ron iC) 
at) = c08 nd) ze 

£ 1(4) = cos (na) A 1( 
(2) = cos (nb) 21 
Mithen wird 


ot -f 9541(; )aen- f 8 cos(nay ena +) ao- - f deos(ut) 551(7 a 


Wir nehmen an, dass in der Umgebung der Randstelle, in welche 
der Punkt x, y riicken soll, die Dichte 0 einen endlichen und integrier- 
baren Differentialquotienten besitzt und dass die Randkurve selbst 
dort so beschaffen ist, dass die Differentialquotienten von cos (nq) 
und cos (nb) endlich und integrierbar sind. Letzteres ist z. B. sicher 
der Fall, wenn nicht nur die Tangente, sondern auch die Kriimmung 
der Kurve an der betrachteten Stelle sich stetig indert. Man kann 


r 

1 

=) ~ 908 (na) 4 1 
also: i 
rp 
a 
r 


) e 
) + cos (nb) jel) 
Ne ( 


- cos (na) a 1 


alsdann den Differentialquotienten ae 
die in endlicher Entfernung von der betrachteten Stelle legen, durch 
Integrale darstellen, welche sich auf einen beliebig kleimen ‘Teil der 


abgesehen von den Kurventeilen, 
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belegten Kurve beziehen, und vermittelst teilweiser Integration ergiebt 
sich die Formel: 


Jk cos (na) 1(~) do —| dcos( nb) (= + fa (0 cos (nb)) yi(- *)ae. 


Das letzte Integral indert sich stetig, wenn der Punkt x, y durch 
den Randpunkt hindurchtritt; denn es ist ein Potential. Vom ersten 
Integral soll im folgenden Paragraphen bewiesen werden, dass es den 


Grenzwert 2 3 1 
— 20, cos (na) — fo cos wa) ot) dé 


erhilt, wenn der Punkt x,y von innen an den Randpunkt a, 6 tritt; 
dagegen den Wert 


+ x0, cos (na) — | 0 cos (na) 1(— : ~) do, 


wenn der Punkt von aussen nach dem Randpunkt a,b riickt. Es 
bedeutet hierbei 6, den Wert von 0 im Randpunkt a,b und 7 die 
Entfernungen dieses Randpunktes von den Elementen do. 

Mithin wird, wenn wir den Potentialwert auf der fiusseren Seite 
mit «w., auf der inneren mit wu; bezeichnen (lings des Randes ist 
u, = u;), fiir die Punkte des Randes, da statt cos (na) auch cos (nz), 
statt cos(nb) auch cos(ny) geschrieben werden kann: 


OU; OUe 


= — 270, cos (nz). 


n 


Ox Che 


Desgleichen ist auch 


OU; OUe 
acy = — 210, cos (ny). 
Also wird fiir die nach innen gerichtete Normale: 
OU; OU 
Tair | maniac 


oder wenn wir die nach innen und die nach aussen gerichtete Normale 
mit ”, und , unterscheiden und den Wert des Potentiales am Rande 
einfach mit U bezeichnen: 


aU oU 
On, ON, 


= — 27 Oy. 


Bei dieser Gleichung muss man indessen eingedenk bleiben, dass 
sie eigentlich eine Grenzgleichung darstellt, indem die Differential- 
quotienten, welche sie enthilt, zuniichst fiir Potentialwerte gebildet 
3 


Warnack, Die Grundlagen etc. 
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sind, die zu benachbarten Punkten auf beiden Seiten des Randes ge- 
horen.* 

Der Fall, wo der Punkt x, y in einen Eckpunkt der Kurve riickt, 
oder in einen Endpunkt, wenn dieselbe nicht geschlossen ist, soll 
nachher noch erértert werden. i 


8 10. 


Wir bezeichnen mit t eine beliebige, aber vollstiindig begrenzte 
ebene Fliche, mit do ein Element des Randes. In diesem Element 
mit den Koordinaten a, 6 errichten wir nach dem Innern der Fliche + 
die Normale » und bezeichnen mit (7) den Winkel zwischen dieser 
Richtung der Normalen und der Verbindungslinie r des Punktes a, b 
und des Punktes a, y (und zwar in'der Richtung von a,b nach , y). 


Das Integral cos (7) 
ea do 


0 ib 
afi, do. 
Denn eg ist 


a = eed, i (2 or ) = 1 
fale crear Pamir (na) + 5p 098 (nb) = = cos (rn). 


Beschreibt man um den Punkt 2, y als Mittelpunkt einen Kreis 
mit dem Radius 1, so schneiden die von 2, y an das Kurvenelement 
dé ausgehenden Radien ein Element (do), aus dem Kreise aus, sodass 

r (do), = do cos(rn), 

und zwar ist das Element (de), positiv oder negativ, je nachdem das 
Bogenelement do seine innere oder fussere Seite dem Punkte 2, y 
zukehrt, oder je nachdem der von z,y ausgehende Radius an der 
Stelle do aus der Fliche z austritt oder in dieselbe eintritt. Man 
kann die Grésse (do), auch als die scheinbare Grésse des Kurven- 
elementes do, vom Punkte x, y aus gesehen, bezeichnen, wobei dieser 
Wert positiv oder negativ ist, je nachdem das Element do seine 
imnere oder fiussere Seite dem Punkte a, y zukehrt. Demnach ist 


f2P-ac— Zi) ao~ (ase 


* Auch diese Gleichung lasst sich nach einem Verfahren, welches dem von 
Herrn Hélder fiir Flachenpotentiale im Raume analog ist, beweisen, wenn fiir 
die Anderung der Dichte 0d nur eine Bedingung von der Form 


abs [0 — d)] << Aru 


ist gleich dem Integral 


angenommen wird. 
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Liegt nun der Punkt x, y im Innern der geschlossenen Kurve, 


so wird 
[(de)s = 2a. 


Liegt der Punkt ausserhalb der geschlossenen Kurve, so ist 


[(de)» = 0. 


Liegt der Punkt auf der Kurve selbst, und zwar an einer Stelle, 
wo die Tangente sich stetig andert und keine Spitze vorhanden ist, 
so ist, wenn wir jetzt zum Unterschiede von den vorigen Fiillen statt 
des Index x den Index s schreiben: 


iE (d6),= a. 
Ist aber die betrachtete Randstelle eine Ecke, und ist a die Grosse 


des Winkels, den die Tangenten an dieser Hcke miteimander bilden, 
und zwar der nach innen gekehrte Scheitelwinkel, so ist 


s@ @), 1G 


Der analytische Beweis dieser Sitze ist leicht zu fiihren dadurch, 
dass man die Kurve auf ein Polarkoordinatensystem mit dem Punkt x 
als Pol bezieht, wenn man annimmt, dass in allen Punkten des Randes 
(bis auf einzelne Eckpunkte oder Spitzen) eine bestimmte Tangente 
vorhanden ist, deren Richtung sich stetig ‘ndert, und dass ein vom 
Punkte x,y ausgehender Radius immer nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten die Randkurve schneidet (es sei denn, was auch 
zulissig ist, dass er eine ganze Strecke mit dem Rande gemein hat). 
Unter allgemeineren Voraussetzungen der blossen Integrierbarkeit des 
Bogenelementes do lassen sich die Gleichungen zwar auch beweisen, 
doch wird der Beweis kompliziert. 


Fiir den Fall, dass die Kurve keme geschlossene ist, hat man 
zuerst diejenige Seite, nach welcher die Normalen konstruiert werden, 
als positive, von der anderen, welche die negative heissen soll, will- 
kiirlich festzusetzen. Der Wert des Integrales stellt fiir alle Punkte, 
die nicht auf dem Kurvenbogen liegen, den Winkel dar, unter welchem 
derselbe von dem Punkt aus gesehen wird, und zwar mit positivem 
oder negativem Zeichen, je nachdem die vom Punkte innerhalb dieses 
Winkels atusgehenden Strahlen die positive oder negative Seite der 
Kurve zuerst treffen. Liegt der Punkt s auf der Kurve, so setzt sich 
der Wert des Integrales aus den beiden Winkeln zusammen, welche 
die vom Punkte s an die Endpunkte des Bogens gezogenen Sehnen 
mit der Tangente oder den beiden Tangenten im Punkte s_ ein- 


schliessen. 
3* 
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Es sei nun U eine in den Punkter der Kurve o tiberall endliche 
und stetige Funktion, und es werde das Integral 


u=fu walled de ste (7) ae= [Uo 


betrachtet. Die Funktion w ist eine Potentialfunktion, d.h. sie gentigt 
in allen Punkten der Ebene, mit Ausnahme der Kurvenpunkte, der 
partiellen Differentialgleichung 
fu, Pu 
aa * Oy 

Es soll der Wert ermittelt werden, nach welchem u konvergiert, 
wenn der Punkt x,y in einen Punkt s des Randes riickt; dabei sind 
die Falle zu unterscheiden, je nachdem xz, y sich von der positiven 
Seite oder von der negativen der Kurve nihert. 

Umgiebt man die Stelle s mit einem beliebig klemen Kreise, 
welcher auf der Kurve den Bogen o, ausschneidet, so kann man das 
Integral w in zwei Teile wu, und uw, zerlegen, von denen sich der eime 
auf den Bogen 6,, der andere auf den noch iibrigen Teil 6, von o 
bezieht. Da in dem Integrale 


=f u= 1(-) d 6, 


die Funktion os l @ endlich und stetig bleibt, auch wenn der Punkt « 
in den Punkt s hineinriickt, so ist 


lim uw, = f U (do,);. 
u, =f UXd 6)» 


bezeichne man mit U, den Wert der Funktion U im Punkte s. Da 
die Linge 6, beliebig klein gewihlt werden kann, so kann dieselbe 
so fixiert werden, dass alle Werte, welche die Funktion U auf dem 
Bogen 6, besitzt, von dem Werte U, um eine Grosse differieren, die 
klemer ist als eine beliebig kleine Grésse ¢. Hs ist demnach 


u, = Uf (d6,)x + (<e fabs (d6,)z). 

Riickt nun der Punkt « in den Randpunkt s, so geht Nf (d 6,)x 
in den Winkel a’ iiber, welchen die von dem Punkte s an die End- 
punkte des Bogens 6, gezogenen Sehnen miteinander bilden. Dabei 
ist, wenn der Punkt sich von der positiven Seite der Kurve nihert, 
e! ein positiver Wert, und zwar derjenige Scheitelwinkel, welcher den 
Punkt #, y nicht enthalt. Also ist 


lim w = lim w, + lim w, = U,a! + (<«fabs(d ©, )e) ey U (do,)s. 


0. 


Im Integrale 
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Die Grésse fi abs (do,)z ist jedenfalls eine endliche, wenn wir an- 
nehmen, dass der Bogen 6, keinen der vom Punkte w ausgehenden 
Strahlen in unendlich vielen Punkten durchschneidet. Wird nun die 
Grésse 6, inimer mehr verkleinert, so geht «' in den Winkel tiber, 
welchen die Tangenten der Kurve im Punkte s miteinander bilden, 
d.h. in den Wert z, wenn die Kurve daselbst keine Ecke oder Spitze 
hat, und in den Wert 2” — a, wenn s ein Kekpunkt mit der Winkel- 
Offnung @ auf der positiven Seite der Kurve ist. Bei Verkleinerung 
von 6, konvergiert ¢ nach null; ferner erhalt — ie U(do,), emen be- 
stimmten Wert, den wir mit 

[U@o). 
bezeichnen kénnen. Denn die Anderungen, welche jenes Integral er- 
fahrt, wenn 6, in 6 iibergeht, sind kleiner als der Maximalwert von 
U multipliziert mit dem Integrale fe abs (do,),. Hat nun die Kurve 
in der Umgebung der Stelle s nicht unendlich viele Wendungen, 
so konvergiert dieses Integral mit 6, nach null. Also wird 


limw =2U,+fU(do), oder limu = (2% — «) U,+fU(@do), 


je nach der Beschaffenheit des Randpunktes s. Nihert sich aber der 
Punkt x,y von der entgegengesetzten Seite dem Randpunkte s, so 
wird entsprechend den vorigen beiden Fiillen: 


limw = — 2U,+ fU(do), oder limwu = — aU,+fU (do)s. 


In emem Endpunkt der Kurve hingt der Grenzwert der Funktion w 
von der Richtung ab, auf welcher der Punkt a, y in den Randpunkt 
hineinriickt. Der Ubergang der Funktion w in ihren Grenzwert ist 
dabei ein gleichmiissig stetiger in der Umgebung jedes Randpunktes s, 
in welchem U stetig ist, dh. um jeden solechen Randpunkt lasst sich 
ein Bereich angeben, das einerseits von einem Teil der Randkurve o,, 
andererseits von eiem Kreisbogen, dessen Mittelpunkt der Punkt s 
ist, begrenzt wird, sodass fiir alle Punkte x,y, die im das Innere 
dieses Bereiches fallen, der Wert der Funktion w nur noch beliebig 
wenig von dem Grenzwerte, den w in s besitzt, abweicht. 

Denn man kann erstlich o, so klein wahlen, dass ef abs (d 6,)x 


x 


kleiner wird als oe es ist dann 


6 
i U, | (463) + (< *): 


Ferner kann man um den Punkt s einen Kreis beschreiben, so- 
dass fiir alle Punkte 2 im Innern dieses Kreises der Winkel a’, unter 
welchem 6, von s aus erscheint, beliecbig wenig von dem Winkel 
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; - ae 
| (do,), abweicht, sodass [U,e' — U, f (d6,)2| < 3 wird. Endlich lasst 


sich, da (d6,),= a l (=) do, eime stetige Funktion der Variabelen 


x und y ist, um den Punkt s ein Bereich angeben, sodass 


as[ [v@a.—f u(ae,). |< 4 


wird. Ist dies geschehen, so unterscheidet sich in diesem Bereich 
der Wert von wu von dem Grenzwert in s um weniger als 0. 

Im Gegensatze hierzu ist zu bemerken, dass der Ubergang in 
den Grenzwert kein gleichmiassig stetiger sein wiirde in der Um- 
gebung solcher Stellen, an denen U unstetig wird, sei es, dass es 
eine sprungweise Wertiinderung erleidet oder unbestimmt ist. 

Die Funktion ‘ 


- (v5.16) 4 


wird das Potential einer Doppelbelegung der Kurve 6 mit dem 
Moment U genannt. Die Grenzwerte des Potentiales emer Doppel- 
belegung sind also voneinander verschieden, je nachdem der Punkt z, 4 
von der einen oder von der andern Seite auf die Kurve riickt. Unter- 
scheidet man die beiden Werte durch U; und U,, wobei die innere 
Seite i diejenige ist, auf welcher die Normalen n konstruiert sind, so 
ist die Gleichung bewiesen: 


U; — U, = 22 U;. 


Ist die Funktion U bloss endlich und integrierbar, so ist die 
Differenz U;—U, an allen den Stellen s, in deren Umgebung die 
Schwankungen der 'unktion U kleiner sind als eine Grosse ¢, von 
2xU, um eine Grosse unterschieden, welche kleiner ist als das Pro- 
dukt von ¢ mit einer endlichen Grdsse. 


§ 11. 


25 
on 
fallende Komponente der Kraft, welche von einem Massensystem, 
dessen Elemente dm die Koordinaten x, y haben sollen; auf 
einen Punkt a,b (mit der Masse 1) ausgeiibt wird. Die wirkende 
Masse kann tiber eme ebene Flache oder eine Kurve ausgebreitet 
sein. Den Punkt a, b denken wir uns auf einer geschlossenen 


Es bezeichne N / es dm die in die Richtung » 
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Kurve o gelegen, deren Flacheninhalt + heissen mége. Wir bilden 
iiber diese ganze Kurve das Integral 


3 ara 
—[xao= fas fF i(>) dm, 


wobei » die imnere Normale der Kurve in jedem Elemente do an- 
geben soll. Wenn nun r nicht null wird, d. h. wenn die Kurve o 
keine wirkenden Massen enthilt, so kann man die Reihenfolge der 
Integrationen vertauschen, und es ist 


—fxaom fam fo i()) do. 
4 on \r 


Da die Komponente — N gleich ist der Ableitung des Potentiales u 
nach der Richtung n, so ist 


Jf ante— fom fan! ) de. 


Liegen die Massen siimtlich innerhalb der geschlossenen Kurve 6, so 
ist fiir jedes Klement dm 


ee ue ) do = 2x, also f auton ex dm = 2x lM. 
on Yr 


Liegen die Massen siimtlich ausserhalb der Kurve, so ist fiir jedes 
Element dm 


fntG)4e=% also [uate=o. 
on \r ‘ 


Es sei nun die Masse M ausgebreitet tiber eine ebene Flaiche S 
und die Fliiche + enthalte eimen Teil dieser Fliiche. Nun ist 


fas fi ze tt ) am 


durch eine Grenzbetrachtung zu bestimmen, da in den Punkten der 
Randkurve von t, welche in S legen, » gleich null wird. Man scheide 
daher zuniichst die Massen aus, welche innerhalb eines beliebig schmalen 
Streifens legen, der den Teil der Kurve o, welcher innerhalb S liegt, 
umgiebt. Das so veriinderte Massensystem heisse M’. Hs ist dann 


fafa — 
on 


zi bilden, und der Grenzwert aufzusuchen fir M'=M. Nun ist 
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fifi an fit fo 


und es wird das imnere Integral gleich 2” oder 0, je nachdem dm! 
innerhalb der Flache + liegt oder ausserhalb. Also ist der Wert 
gleich 2x M',;, wobei M', den Teil der Masse M' bedeutet, der inner- 
halb + fallt. Liasst man WM’ gleich M Be so ist 


lim feo fan ) am! = 27M, 
M'— M 


wobei M, den Teil von M angiebt, der im Innern der Fliche + sich 
befindet. Hs ist nun 


) dm! = do lim fal I ) am! - fae fF) dm, 
uwi—uJ On \r. 


weil wie friiher bewiesen iE Ee l i dm einen bestimmten Wert hat, 


lim doe 
M'=M 


auch fiir solche Punkte a,b, die innerhalb der mit Masse belegten 
Fliche legen, und es ist auch 


"9 =) Ou 
Jae Wy on 


Also besteht auch jetzt noch die Gleichung 


"Ou 
of qu do =20M,, 


wobei M, den Teil der Masse bedeutet, der im Innern der Kurve o 
sich befindet. 

Aus diesen Integralformeln folgt: Ist das Potential einer mit 
Masse erfiillten Fliche im Innern dieser Fliche allenthalben konstant, 
so ist in jedem beliebig kleinen Gebiete die Summe der Massen gleich 
null. Da die Summe der Massen fiir jedes Gebiet + gleich — if Odt ist, 
so folgt hieraus weiter, dass der mittlere Wert der Dichtigkeit in 
jedem beliebig kleinen Gebiete null ist. Ist also die Dichtigkeit stetig, 
so ist sie tiberhaupt gleich null. Ist die Dichtigkeit nicht stetig, 
sondern nur endlich und integrierbar, so lassen sich alle die Stellen, 
an denen ihr Betrag grésser ist als irgend eine noch so kleine Grosse ¢, 
in Flachenelemente einschliessen, deren Summe beliebig klein gemacht 
werden kann. 


Hs sei die Masse ausgebreitet auf emer Kurve ¢. Hin Teil dieser 
Kurve sei in der Fiche rt enthalten. Wir miissen jetzt wieder die 
Massenelemente, die in den Schnittpunkten des Randes 6 von + und 
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der mit Masse belegten Kurve ¢ liegen, durch beliebig kleine Bogen- 
stiicke von ¢ ausscheiden. Sonach wird wie vorhin 


Cok ©) 
hea . dm 


das Integral iiber die tibrigen Massenelemente, und es ist 


) dnl = fant {5 do=2aM',, 


wobei M', den Teil von MM’ bezeichnet, der innerhalb der Fliche + 
liegt. Es ist also auch 


lim fan [FtG) do=2xM,. 
M'=M 


Man kann dieses letzte Integral noch in anderer Form darstellen. 
Auf der Kurve 6 schneide man die Schnittpunkte, welche Massen- 
elemente enthalten, durch beliebig kleine Bogenstiicke aus. Diese 
Stiicke mégen zusammen 6, heissen, der tibrige Teil von o heisse o,; 
so ist 


fae feats) dm! = fas, fu rants fas, f 07) dm. 


Im zweiten Integral, welches sich auf 6, bezieht, wird r nicht null; 
denn die Elemente do, behalten eime bestimmte endliche Entfernung 
_yon allen Massenelementen dm. Es ist also 


feo fan 2) dm! 
= fas. f 1 pdm f (ani am) { 545) de fas frre ) amt. 


Lisst man 6, nach null konvergieren, so wird das letzte Integral 
gleich null; im mittleren Integral bleibt 


7) 1 
faiG) a 


jedenfalls eime endliche Grésse; denn es giebt den Winkel an, unter 
welchem der Bogen 6, oder schliesslich der Bogen 6 von jedem Massen- 
element, welches durch dm — dm! dargestellt ist, gesehen wird. Dem- 
nach verschwindet das mittlere Integral, wenn M'—M wird, und 
sonach ist 


ee fam [rs) dé= in Lf tof a ) am, 


also auch 


dé 
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ian feof ~1(+) dm—20M, 
0,—=0 On fr 
Ue ak, 
Jim fon d6,=2nM,. 


Hieraus folgt der Satz: Ist das Potential einer Kurvenbelegung 
zu beiden Seiten der belegten Kurve konstant, so ist die Summe der 
Massen auf jedem beliebig kleinen Teile der Kurve gleich null. Ist 
also die Dichtigkeit stetig, so ist sie allenthalben gleich null. 

Hieraus folet weiter: Ist die mit Masse belegte Kurve nicht ge- 
schlossen, so muss die Summe der Massen auf jedem beliebig kleinen 
Kurvenstiick gleich null sein, falls das Potential in irgend emem Ge- 
biet der Ebene konstant ist. Denn nach dem im § 2  bewiesenen 
Satze kann man in diesem Falle schliessen, dass es fiir alle Punkte 
der Ebene konstant ist. 

Beziiglich der geschlossenen Kurven werden die analogen Ver- 
haltnisse im zweiten Kapitel noch niher erliutert werden. 

Man kann nun irgend einen Teil ¢ der mit Masse belegten Kurve 
durch zwei beliebig nahe konstruierte Kurvenbogen ¢, und ¢, ein- 
schliessen. Fiihrt man das Integral lings dieser beiden Kurven, in- 
dem man die Richtung » der Normale so wihlt, dass sie in das 
Innere des von den Kurven ¢, und ¢ umschlossenen Gebietes fiihrt, 


oder 


so wird 


‘ ’ atF) ie) ? os) 1 es 
fa fan a dm + fae, {Z15) dm = 2a M, 
if ou Ou 
fe gat fda ge 2am, 


Die beiden Kurven ¢, und ¢, kénnen aber schliesslich mit der 
Kurve ¢ zusammenfallen. Bezeichnen wir die Potentialwerte, je nach- 
dem sie auf der inneren Seite von ¢ oder auf der iiusseren liegen, 
mit U; und U., und lassen wir ¢, von der inneren, c, von der ‘iusseren 
Seite an ¢ riicken, so ist, wenn » die Richtung der Normalen auf 
der Innenseite von ¢ angiebt: 


: OU; : le U, 
= oa =? 
ji a a de, + pes oy dt, = 22M, 


oder in kiirzerer, jedoch im allgemeinen minder strengen Bezeichnung 


aU. au) Se 
Be ae de = 2aM,. 


oder 


Erstes Kapitel: Allgemeine Siatze iiber Potentialfunktionen. § 12. 43 


Schreibt man diese Gleichung in der Form: 


[EBs 0-5 


so erkennt man, dass sie eine Verallgemeinerung der am Schlusse 
des § 9 bewiesenen Relation ist. Hier bezieht sich die Gleichung auf 
ein beliebiges Stiick der mit Masse belegten Kurve, wihrend sie dort 
fiir eine bestimmte Stelle bewiesen wurde. Wiahrend aber dort die 
Giltigkeit nur unter der Annahme gezeigt wurde, dass die Dichtigkeit 
eine differentiierbare Funktion ist, unterliegt hier 0 nur der Voraus- 
setzung der Integrierbarkeit. 


§ 12. 


Die Gleichung, welche im vorigen Paragraph fiir ein Potential 
bewiesen wurde, bei welchem die Dichtigkeit der Flichenbelegung 0 


ist, niimlich 
ou ‘ 
ig aw do = 2M, = 2a f dar, 


lisst sich zufolge der Relation (§ 6) 
Pu 


auch in der Form schreiben: 


(3 au 
ae do == | asta) a r+ Ge) dandy. 


Das Flichenintegral auf der rechten Seite ist dabei ausgedehnt 
iiber ein geschlossenes Gebiet, das Kurvenintegral auf der linken Seite 
bezieht sich auf den Rand dieses Gebietes. 


In dieser Form sagt die Gleichung eine allgemeine Integraleigen- 
schaft irgend einer Funktion zweier Variabelen aus, welche fiir ein 
im Endlichen geschlossenes Gebiet so definiert ist, dass die Funktion 
nebst ihren ersten Ableitungen im Innern dieses Gebietes endlich und 
stetig ist, so zwar, dass ihre ersten Ableitungen auch beim Ubergang 
in den Rand des Gebietes stetig bleiben, wiihrend die zweiten Ab- 
leitungen integrierbar sein miissen. 

Denn’ bezeichnet f eine Funktion, deren Ableitungen et und ae 


aay, 0m oy 
in einem Gebiet t integrierbar sind, so ist 
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[lae=f [Lava fay il, [fives = fas [/], 


wobei die Integrale rechts nur noch fiir die Punkte des Randes zu 
bilden sind. Es ist aber, wenn die Richtung der inneren Normalen 
angiebt, an den Austrittsstellen der Parallelen: 


dz = — do cos(ny), dy =— de cos (nz), 
an den Hintrittsstellen: 
dz = de cos(ny), dy =d6o cos (nz). 


Der Beweis ist einfach zu fiihren, wenn man voraussetzt, dass 
die Randkurve iiberall eine bestimmte Tangente hat, die sich im 
allgemeinen stetig iindert, sodass mur an einzelnen Punkten Hcken 
oder Spitzen auftreten, und dass die Parallelen zur ~- und y-Achse den 
Rand immer nur in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden. 
Es wird also 


ibe sp anay = — f feos (na) ae, Sf Gaiety == [ Feos (as)ao. 


Wird hier fiir f im ersten Integral der Wert as im zweiten der 


Were eingefiihrt, so erhilt man die Gleichungen: 
oy 


ie 0 secede =— fe cos(nayite, ff a dady = ahs cos (ny) de, 


folglich durch Addition 


2 2 
1) C aD ; ) y-~f Faas 


Aus denselben Jntegralen oe sich, wenn man fiir f den Wert 


e 2 
we) = Oy a “ und sodann den Wert ate) 
Ox Ox oy 


11) SL LG u( 5 + oa) i (ae ee dedy— — furias 


Wird schliesslich fir f der Wert (1 oe s yet) BA bes son 8S 


Wert (4 ae vst) substituiert, so erhalt man 
Oy hoy 


(Ze av =) (Ses ay ui ov" ae) 
my ff [m( w aa * oy (Satta da dy = =} PO, do. 


= 2u — einfithrt. 
oy 
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Aus diesen Greenschen Integralformeln (Crelles Journal B. 44) 
lassen sich folgende Schliisse ziehen: 

Erstens: Ist 6 eime geschlossene Kurve mit der inneren Normale 
nm, und sind w und v zwei Potentialfunktionen, welche also im Innern 
der Kurve nebst ihren ersten und zweiten Differentialquotienten stetig 


sind und den partiellen Differentialgleichungen 
Ou , Oru a Oualor 
29, == 2 
Aru ae ats ay? Oe 


gentigen, so ist 


“Ou 
Ta) Linen 
aur? (28); Ou . 
ITa) i) ai ay dxdy = =i do. 
av 
IITa) [ur vot) do— Os 


Man bezeichne nun mit ¢, die Entfernungen eines bestimmten 
Punktes, welcher ausserhalb der von 6 umschlossenen Fliche liegt, 


von den Punkten des Randes o, und es werde / ey gleich T, gesetzt; 


alsdann kann in der Formel Illa) an Stelle der Funktion v die 
Funktion 7, eingefiihrt werden, und es ist 


One a) 
IVa) fl #1, 2") do = 0. 


Ist aber e; die Entfernung eines innerhalb o gelegenen Punktes 


~ von den Punkten des Randes, und setzt man 7; = 1 (ea so kann 


a 


die Formel III) nicht ohne weiteres angewandt werden dadurch, dass 
man v = 7; annimmt, denn es wird die Funktion 7; in dem Punkte 7 
unendlich. Umschhesst man den Punkt 7 mit einem beliebig kleien 
Kreise, dessen Radius r heisse, so gilt die Formel III fiir die Fliiche, 
welche von dem Rande und diesem Kreise begrenzt ist. Da nun auf 
diesem Kreise 


(ji rae) (>), as =— a dé6=rdd 
r on Yr 


ist, so wird der Bestandteil des Integrales, welcher sich auf diesen 
Kreis bezieht 
ud? — if Cee =— ad 


oder gleich — ja ud, weil a d#% zufolge der Gleichung Ia) ver- 
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schwindet. Lisst’ man r nach null konivergieren, so wird dieser Wert 


gleich — 2xu;, wobei u; den Wert von w im Punkte 7 bezeichnet; 
also ist 
i mo gs) 
Va) J (1 Pa —-TT do = 2nu;. 


Die Gleichungen Ia) bis Va) gelten auch, wenn der Rand aus 
mehreren Kurven besteht, die ebene Fliche also eine mekrfach zu- 
sammenhingende ist. 


Zweitens: Hs sei 6 eme geschlossene Kurve mit der diusseren 
Normalen NV, w und v seien zwei Potentialfunktionen, welche im 
fiusseren Gebiet der Kurve iiberall endlich und stetig sind und also 
den Differentialgleichungen geniigen: A?u —0, A?v = 0. 

Im Unendlichen aber sollen diese Funktionen sich wie Potentiale 
verhalten, d. h. (§ 1) entweder verschwinden oder unendlich werden, 
wie Ml (=) fiir roo. Auf eimem beliebig grossen Kreise besteht 


dann die konvergente pa 


u= ie ) > ae \ (a cosk& + by sink). 


Man umschliesse nun die Kurve 6 mit einem Kreise von beliebig 
grossem Radius 7 und bilde die obigen Integralformeln fiir das Gebiet, 
welches von 6 und diesem Kreise begrenzt ist. Es wird dann 


fans of Ferde =o. 
or 


Aus der Entwickelung fiir w folgt aber 
ou 


1S INE 
tae uM sets (=) (aq coskd + bh snk), 
ou 5 mea 
also chy rd? =—2xM. Mithin ist 


Tb) if Guten — 2 aM. 


Ferner wird 


au? ae) if, Ou du 
Ales) sis G dady =fus r de fu Pa had 


und da 


lim cae rao = — uri(-) dy = — 2x M*1(*) fiir 7 = o 
pear or r Yr 4 


so ist 
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m>) [sy agile + (Z) ]acdy —0 oder + 2, 


je nachdem WM gleich il oder von null verschieden ist. Der Index A 
besagt, dass das Doppelintegral ftir die ganze wnendliche Fliiche zu 
bilden ist, die ausserhalb der Kurve o liegt. 

Endlich erhilt man 


dv 
IITb) f (aR vit) de = 0, 


wenn v ebenfalls solch eine Potentialfunktion ist, dass fiir dieselbe 
eine Entwickelung der niimlichen Art wie fiir w besteht. 


Setzt man hier fiir v die Funktion JZ; = 1 (eas) oder JT, = 1 (ra) 
e Eq 


wobei ¢; die Entfernung eines innerhalb o gelegenen Punktes, und 
é, die Kntfernung eines ausserhalb o gelegenen Punktes von den 
Randpunkten o angiebt, so wird 


aT, 
we) fl an Egq) t=O. 


Ope 
Vb) fle aN 7 do = 20 Uy. 


Die vorstehenden Integralformeln, von denen sich Ib bis Vb 
nicht allgemein auf Potentialfunktionen, sondern auf Potentiale, d. h. 
auf solehe Funktionen beziehen, die tiberdies ein bestimmtes Verhalten 
im Unendlichen aufweisen, sind insgesamt vollkommen bewiesen, 
wenn die Randkurven innerhalb des ebenen Bereiches liegen, fiir 
welchen die Funktion w als eime regulire harmonische Funktion ge- 
geben ist. Dagegen bediirfen sie noch einer niheren Begriindung, 
wenn die Randkurven so gelegen sind, dass sie teilweise oder ganz 
die Grenze des Gebietes definieren, tiber welches die Funktion nicht 
mehr als reguliire analytische Funktion fortgesetzt werden kann. Man 
nennt diese alsdann die natiirliche Begrenzung des Gebietes oder Teile 
der natiirlichen Begrenzung. Sobald es sich um die Bestimmung der 
Funktion aus den Werten am Rande handelt, wird daher eine genauere 
Priifung dieser Formeln notwendig. (Kap. 3 und 4.) 


S 1a: 
Ist die Kurve 6 ein Kreis mit dem Radius 7, und ist w eime 
harmonische Funktion fiir das Innere dieses Kreises, so ist fiir jeden 


Punkt im Innern 


1 Si le 1 Ou 
sg rake on a eft on hie 
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Demnach wird fiir den Mittelpunkt des Kreises 


y= = [ve 


d. h. der Wert der Potentialfunktion in dem Mittelpunkt eines Kreises 
ist gleich dem arithmetischen Mittel aus den Werten lings der 
Peripherie desselben. 


Hieraus folgt: Ist eine Potentialfunktion fiir irgend eine endliche 
Flache definiert, so kann der Wert in keinem Punkte, welcher im 
Innern der Fliche liegt, ein Maximum oder Minimum sein. 


Hine Funktion zweier Variabelen, welche in einem Gebiete ein- 
schliesslich des Randes stetig ist, besitzt aber entweder im Innern 
oder auf dem Rande des Gebietes Maximal- und Minimalwerte. Mit- 
hin erkennt man, dass die Maximal- und Minimalwerte einer Potential- 
funktion stets auf dem Rande der Flaiche liegen, es sei denn, dass 
die Funktion iiberhaupt eine Konstante ist. Dieses tritt sonach immer 
ein, wenn die Funktion auf dem Rande einen konstanten Wert hat. 


Bildet die Fliche das tiussere Gebiet einer geschlossenen Kurve o, 
so kémnen die Maximal- und Minimalwerte nur auf dem Rande der 
Fliche oder im Unendlichen gelegen sein. Hat die Funktion im Un- 
endlichen den Wert null, sodass w auf eimem Kreise mit beliebig 
grossem Radius darstellbar ist durch die Reihe 


k= 1 k 
u -> S (a, cosk® + by sink), 
k=1 


so ist auf solch einem Kreise J ud® =0; d. h. die Werte von w sind 


auf dem Kreise mit dem Radius 7 entweder simtlich gleich null, und 
dann ist w tiberhaupt gleich null, weil die Koeffizienten a, und ¢, 
alsdann alle verschwinden miissen (nach demselben Verfahren wie auf 
Seite 12 zu beweisen), oder es sind sowohl positive wie negative 
Werte von wu auf dem Kreise vorhanden. Im letzteren Falle ist der 
Wert null, welchen w im Unendlichen besitzt, weder ein Maximum, 
noch ein Minimum. Hat also eine Potentialfunktion im Un- 
endlichen den Wert null, so liegen die extremen Werte 
derselben auf dem Rande der Kurve o, es sei denn, dass u 
iiberhaupt den Wert null hat. 


Aus diesem Satze folet: Hine Potentialfunktion, welche fiir das 
iiussere Gebiet einer Kurve o definiert ist und im Unendlichen den 
Wert null hat, kann anf der Kurve o nicht konstant sein, es sei denn, 
dass sie tiberall den Wert null hat. 
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§ 14. 
Die Integralformel Va) 


1 oT 1 °0U 
“55 | [Gn a0 f on Tae 


stellt den Wert dar, welchen die Funktion ~ fiir jeden Punkt im Innern 


eines Gebietes besitzt, vermittelst der Werte U und —— e lings des 


Randes. Solche auf die Randpunkte beziiglichen Werte ae fortan mit 
grossen Buchstaben bezeichnet werden. - 

Das erste Integral ist das Potential einer eimfachen, das zweite 
das Potential einer Doppelbelegung. In diesem Umstande ist es 
begriindet, dass die Theorie der Potentiale auch fiir die harmonischen 
Funktionen in der Ebene von besonderer Bedeutung ist. 


a 


Die Werte U und oe sind nicht unabhingig voneinander; es 


muss zwischen denselben eine Relation bestehen, die ermittelt werden 
soll. Betrachtet man die beiden Bestandteile der rechten Seite ge- 
sondert und setzt man 


1 aU 
UU = See ; m—— 55 fin 22 


so sind w, und w, selbst wieder harmonische Funktionen, sodass die 
Werte derselben fiir jeden inneren Punkt in der niimlichen Weise dar- 
stellbar sind durch die Werte, welche U, und U, und ihre Ableitungen 


, 
at und aUs. am Rande besitzen; d. h. es ist 
“On on 


ry ae an ranaewe 1 (au, 
1 Oa Ogee | ere eae Bie sea 


1 ‘(au 1 aT 00, 
wo — 9. f lien se [5,4 velln ies 


Aus beiden Gleichungen folgt tibereinstimmend 
1 oT aU, 
ga f Cran 8 ao = Soe + T do. 
Es ist aber (§ 10) der Wert, welchen u, am Rande besitzt, gleich 


1 Laie 
5 U+5- “ U (do), 


Harnack, Die Grundlagen ete. 4 
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Wir wollen die Funktion + — /{U on mit P bezeichnen und sie 
die zugeordnete Funktion von U nennen; also ist 
1 1 : 1 1 
U,= 5 Ut oP und folglich U, = 9 U—sP, 


weil U,+ U,=U ist. Mithin wird 
oT fey CAE =) 
aE Oe mai at & + T deo, 


die zwischen U und ue bestehende Relation, in welcher P 


die zugeordnete Funktion von U ist, und a die Ableitung 


derjenigen harmonischen Funktion darstellt, welche am 
Rande den Wert P hat. : 


Ist z. B. die Kurve 6 ein Kreis mit dem Radius a, so ist 


jaye =a) Co ihe ds ; [Oe aa 
x m, Q x Q 


wenn man mit 0 die Entfernungen eines festen Punktes der Peripherie 
von dem Elemente do und mit » die innere Richtung des zu dem 
Elemente do gehérigen Radius bezeichnet. Hs ist aber 


2acos(on) = 0, also een 2 a 


2a 
1 
pu oq f Ua, 


also konstant fiir alle Punkte des Kreises; demnach - 0. Mithin 
besteht auf einem Kreise die Relation: i 


Ce ou Pas, 


folglich wird hier 


2a Qa on 


sodass an Stelle der Integralformel Va) fiir einen Kreis die Gleichungen 


gelten 4 
oo afer 
: oA on 2n 
oder 
o. <3. _Tde+ =~ { Uae. 


Mit Hilfe derselben kann fiir einen Kreis ohne weiteres die Auf- 
gabe gelést werden: eine harmonische Funktion fiir das Innere zu kon- 
struieren, wenn entweder die Werte der Funktion oder die Werte der 
Ableitungen nach der Normalen lings der Peripherie gegeben sind. 
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Im ersten Fall ist die Funktion vollstiindig, im zweiten bis auf 
eine additive Konstante bestimmt. In Bezug auf die Ausfiihrung des 
zweiten Problems ist noch niiheres in § 36 gesagt. 


§ 15. 

Noch eine Reihe anderer Schliisse, welche mit dem vorigen all- 
gemeinen Satze in naher Verwandtschaft stehen, lisst sich aus der 
Integralformel V) herleiten. Es sei fiir das Innere und zugleich fiir 
das Aussere einer Kurve eine Funktion w dargestellt durch die Formeln: 


iV oT, iL aU 
ma 55 [0 on ae cele Tide, 


1 Ope il aU o 
he a UGH ae — se f 5H Todo 


Der Grenzwert von u; und uv, ist auf dem Rande der gleiche nimlich U, 
In dieser Darstellung erscheint jede der Potentialfunktionen als Summe 
aus einem Potentiale mit eimfacher Belegung und eimem Potentiale mit 
Doppelbelegung. Setzt man 


1 1 1 1 
{CY Cas bet 2) 25 (Lyi 8 oat 
UP —UM—sU+5P, UP=UM=[U- =P. 


so ist 


2 


Hieraus folgt also, dass uw; dasselbe Potential fiir das innere Gebiet 
ist wie w, fiir das iussere, also ein Potential mit der einfachen Be- 
1 aU 
20 ON’ 
iiussere Gebiet ist, wie vu; fiir das innere, also ein Potential mit der ein- 
1 0U 
Qu on 
den Siitzen tiber die eindeutige Bestimmtheit einer Potentialfunktion, 
wenn die Werte am Rande einer Fliche und das Verhalten im Unend- 
lichen bekannt sind, welche im folgenden Kapitel ausftihrlich besprochen 
werden. 

In diesen Relationen ist also eine Regel enthalten, wie man das 
Potential einer Doppelbelegung, deren Moment U bekannt ist, in das 
Potential einer einfachen Belegung zu verwandeln hat; es ist 


1 oT; 1 aU 
eon (oh), dg aaa [ce 
Uj mal on a6 cel ome 


1 OT 1 aU 
1) fae U yj ee ates 
Unt 5 afi aN doe 3 bis T, do. 


4* 


legung — und ebenso dass w,‘) dasselbe Potential fiir das 


fachen Belegung — Der Beweis dieser Behauptung folet aus 
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Zugleich erkennt man, dass die Beziehung besteht: 


It 


US — Ua me P = us fo (do), und U;,Y + U, = iGf 


Das Potential einer Doppelbelegung iindert sich also nicht stetig, 
wenn man durch den Rand, auf welchem die Belegung sich befindet, 
hindurch geht (§ 10). 


Ferner bestehen fiir irgend ein Bogenstiick des Randes die 
Integralgleichungen des Paragraphen 11: 


00,” au PEA aIG 
ae dn an ire: Atanas fox 


: (1) (2) 
er ra 


Fiihrt man auf der rechten Seite die Werte 


0G dU Ose U 2 , ou aU  @Uf 
ON aii ON), dm n cen on 


ein, so ergeben beide Gleichungen die Relation 


* 138 U) ry) i) C OD) ae - 
fe ris + PH do =0 oder ANE ay do = 0. 


Dies ist die Beziehung, welche zwischen den Ableitungen nach den 
Normalen fiir die fiusseren und inneren Werte des Potentiales eimer 
Doppelbelegung besteht, und zwar auf irgend einem Teile des belegten 
Randes. 


Nehmen wir aber an, dass die Funktion U so beschaffen ist, dass 


die Ableitungen a und lings des Randes stetige Funktionen sind, 


deren Differentialquotienten gebildet nach dem Bogenelement do eben- 
falls bestimmte endliche Werte haben, so treten die spezielleren Glei- 
chungen des Paragraphen 9 auch in Kraft; es ist 


aU  30,© eU0 @0 60. 
an ON = ON GON ON. 


aU 00 eU 00M su” 


On oN on on on 
und hieraus folgt die Relation 
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0 U) aU; ae 
gs on aay 
die man auch in der Form schreiben kann: 
OCU E) pe UP) 
on oN 
Bildet man aber die Ableitungen in den Randpunkten nach einer 
beliebigen Richtung 2, und ist der Winkel zwischen dieser Richtung 
und der inneren Normalen (nx), so wird (§ 9): 
() C) aU, 2) 
AO 8 an = AT 
(2) Q) (1 (2 
ae ey ae = cos (nx) = (ee + -— cos (nx), 
oder wenn man die zweite Gleichung subtrahiert: 


( eu «a se @ CO OOF ,) . ia Sine cA ) cos (2x). 
aN 0. Om 


CEG CEG Ou Ox 
Bezeichnet y die zu w senkrechte Richtung, so ist 
au _ aue ae — 
ae a os (nx) + —.— cos (ny) 
und 
aU. OP aU) 
= — ae (nx) + ——— cos (ny) 
also wird Ou ON 06 ; 
ou = =oU aU, aU aU 
ethane oe (ny) oa re ) cos (ny) ae 


und dies ist die allgemeine Relation fiir die Ableitungen der Potentiale 
einer Doppelbelegung, vorausgesetzt, dass diese Ableitungen lings des 
Randes den oben angenommenen Bedingungen geniigen. 


§ 16. 


Die allgemeine Gleichung (V) zur Darstellung von w lisst sich durch 
Kinfithrung der konjugierten Funktion transformieren. Man bezeich- 
net v als konjugierte Funktion zu w, wenn die Bedingungen bestehen: 


* Wir einen Kreis ist der Randwert P konstant. Mit Hilfe der Satze im 
§ 27 folet hieraus: Ist fiir einen Kreis mit dem Radius a eine Potentialfunktion 
im Innern definiert, welche die Randwerte U hat, und ebenso ein Potential fiir das 
diussere Gebiet mit denselben hs Saga so besteht die Relation 


0U 
on en 5 f a0 


Ist a=1, so muss [Uas=o sein, wenn das fiussere Potential im Unendlichen 
den Wert nall hat. 
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du dv du av 
ax oy dy da’ 
oder in Polarkoordinaten 
ou te 1 dv 1 ou ae Ov 
or roe rae or 


Ist die Funktion w fiir eine einfach zusammenhingende Fliche 
gegeben, so ist die Funktion v bis auf eime additive Konstante be- 
stimmt. Das Integral 


x,y ay 
av ov ) ( ou eu ) 
f (Fo da + Fay -{ oy oO ee 
Xo Yo %o.Yo 


bekommt den nimlichen Wert, auf welchem Wege dasselbe auch vom 
Punkte zy) bis x, y gefithrt wird. Konstruiert man niimlich zwei 
beliebige Wege, so setzen diese eine geschlossene Kurve zusammen, 
Bezeichnet die Richtungen der nach dem geschlossenen Raum dieser 
Kurve gezogenen Normalen, so wird 


dy =—cos(nx)do, dx = cos (ny) do. 


Fiihrt man das Integral auf dem einen Wege von ay, nach x, y 
und alsdann auf dem andern Wege zuriick, so ist fiir diesen geschlos- 


senen Weg 
Ou ou Ou 
sue By | ae ay) z oe oy, 


also sind die Werte der Integrale, welche von x,y, nach x, y fiihren, 
einander gleich. 
Zu den in den §§ 2—4 dargestellten allgemeinen Iunktionen 
lassen sich die konjugierten leicht angeben: 
Ist fiir eimen Kreis 
k= 
U= a+ > (a cosk® + bk smk®) r', 
Hs 
so ist die konjugierte Funktion bis auf eine additive Konstante 
k= 
Vs (— by cosk® + a, sink) r*. 
Ist fiir den Sektor 
=o 


k kat 1 
y ee . 
a > Gee sink — @, 
a 
F=1 


so ist ebenso 
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K=O kx 
es 1 
v= — >) are cosk— 9, 
a 
k=1 


und betrachten wir die partikulare Funktion 


eae ie) eet ae aa 


so ist die konjugierte, bis auf eine additive Konstante: 


=“ 1%) + Dar pn cos (a — O) 


sin no 


Betrachten wir aber allgemeiner die partikulire Funktion 


1S. kx Sly, = do pentiy ot ae 
Shrine). five) 20-4, 0,(2) 922k 
a a Q Q r Q 
so ist die konjugierte: 
if k= g cz > uz 
pa Z [Ue gio? Gaal pep tiles tet 
oe . roe ed ° e . ° 
r 0 


Fiir die im § 4 angegebene allgemeine Funktion in emem Recht- 
eck ist die konjugierte: 


= = eS 9, 808(h'y) cos (kx) [| U, sin kia da 


0 
a 


k=O i: 
: i = sl (b -- y) cos Ko fU, sin k'a da. 
k=1 


0 


§ 17. 


Lings des Randes bestehen zwischen den konjugierten Funktionen 
die Relationen: 


aU aU aU av Ae ov 
aa ag oo (nz) ae — ae (ny) = oy cos (nx) — — 7 8 (ny) = — PY 
aU 


v 


oU ee aV i aV 
a a (ny) — By cos (nz) = ay cos (ny) + 3 ages (nz) = oe 


Mithin ist 
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Paaes ‘OV 
uUu= Ce, vas de a es 
und . 
1 or r) 
v= cree Ve 49 — 5g 1 oo 


Es ist aber, wenn U und V stetige Funktionen auf dem Rande sind, 


(= Tas = [Vee nail oar ae = fit oe 
s 060 06 00 
also 
1 ar 1 ar 
u ie do — ae do, 


v= E hs Fegan (eee 


2 2% 06 


Mit Hinfiihrung der imaginiiren Hinheit ¢ wird 
ee 
utiva ge [U+in(s + =) 


Da nun 7’ = 1 (;) , wenn @ die Entfernung eines innerhalb der Kurve 


do. 


6 gelegenen Punktes von den Punkten des Randes angiebt, so ist 


a ee ; (24 Se : 7“ (22- iF) (cos (na) + .08(e)). 


on 06 00 Ou 


Wird die komplexe Koordinate eines Punktes des Randes mit 
z=a-+iy, die komplexe Koordinate des inneren Punktes mit = a+ ib 
bezeichnet, so ist 
1 {20s 22) ee 1 as | 
@ \bx (@—aP+y—6? @—a)+iy—b) 2-t 
und 


— (cos (nx) + 7 cos (ny)) do = dy — ida = — i (da + tidy). 


Sonach wird 


wt om ae ft 


Durch dieses von Cauchy zuerst aufgestellte Integral wird der 
Wert der komplexen Funktion u + iv fiir emen innerhalb der Kurve o 
gelegenen Punkt ¢ vermittelst komplexer Integration lings des Randes 
ausgedrtickt. Dasselbe ist hier bewiesen unter der Voraussetzung, dass | 
die Funktionen U und V nebst ihren ersten Ableitungen . und Aa 


auch bis in die Punkte des Randes stetig bleiben. 
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Zwischen den Randwerten U und V selbst aber besteht eine 
Relation. Denn setzt man 


(Wrage, U (2ar 
Uuy= og | U Gnd CRO a Le Pk. 


LBS fic oer Vigo Geese yh 
Base | U = do, woz | ls eynaky 


beziighch zu wu, und uw, konjugiert. Nun gilt, wie friiher gefunden, 
die Gleichung 


| Si ae j BaF 
ang? ge |e Tde ye biPoe Tdo=—-: ys 96 1% 


Ist also P die Funktion, welche U zugeordnet ist, und ebenso Y 
die Funktion, welche V Gaeta: ist, so wird 


so sind 


U,=5U- oP V,.=5V-59, 


eC Die es a he 0) ao. 


Da nun aber auch zwischen den Funktionen v, und v, die Relation 
besteht: 


1 eG? Len OVs 1 : 
ake an am 20, ee elie eae moa | Usz6t@ 


so ist auch 
: oT 
az f @- - P) 7 ds 2 eke de 


Fiir den Kreis gehen diese Gleichungen iiber in 


Lo fat 1 ey ary & 

re. Raat 
1 (ar 1 

oz f Vin -;_ [Vae= oz | 50% 


Die zu emer Funktion « konjugierte Funktion v lisst sich dem- 
nach auf dem Kreise bis auf eine beliebige Konstante darstellen durch 


die Gleichung 
Bilin tas) 7358 
ae = dee 
1 


Dieses Integral wird durch teilweise Integration 


also 
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falls U stetig und die Ableitung a endlich und integrierbar ist. Da 


dieser Ausdruck ein Potential ist, welches stetig bleibt auch bis in 
die Punkte des Randes (§ 9), so erhilt man den Satz: Sind die 
Werte einer harmonischen Funktion auf der Peripherie 
des Kreises stetig und die Ableitung lings der Peripherie 
endlich und integrierbar, so ist auch die konjugierte Funk- 
tion in allen Punkten des Kreises stetig.* 

Fiihrt man die Reihe em: 


(1 1 sk dls 
r=1{-) + = cos ( — 4) + zee cos 2 (0 — 4) .-.; 


wobei 9 <r die Entfernung eines inneren festen Punktes e, 4 vom 
Mittelpunkt angiebt, und 7, die Polarkoordinaten der Peripherie- 
punkte sind, so ist 


dE Tal 0 0? 

Ant 7h C8 (F — 1) + 0828 — 0) + .--; 
aT (ena Orit 

rere — +3 sin (# — 4) — 5s 2(8— 9) —..., 


also folet aus der ersten der obigen Gleichungen: 


1 k=@ 0 k 1 3 (2 k ° 3 
Ea (6). f Veosk(o— 0? oe oe V sin k (@ — n) d®. 
Da die Koeffizienten der Gréssen cosky und sin iy auf beiden 
Seiten iibereinstimmen miissen, so ist fiir k= 1,2,3... 
[U coskode=[Vsinko de, fUsinkode = —[V coskode. 


Die diesen analogen Relationen lauten im allgemeinen Fall, wenn die 
Randkurve auf ein Polarkoordinatensystem bezogen ist, also 7 eine 
Funktion von & ist, wobei 9 <r angenommen wird: 


1 
Jo nite) ie fo qa (4); 
1 
fo- Q) “5) do fw» dl (=), 


* Dieser Satz tibertragt sich auf alle Flachen, wenn die konforme Abbildung 
von Teilen derselben auf einen Kreis nachgewiesen ist, 
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jue pe nat ) ) do (len Ve ae do, 
k Mm fk 
fw £) on (tag fey oy (eal ) do. 


§ 18. 


Durch jeden innerhalb eimes Gebietes gelegenen Punkt, in welchem 
eine harmonische Funktion einen bestimmten Wert hat, wir wollen, 
was keine Kinschrinkung ist, fiir das folgende den Wert null annehmen, 
geht in emer bestimmten Richtung oder in mehreren bestimmten 
Richtungen eine Kurve, auf welcher sie den nimlichen Wert besitzt. 
Denn macht man den Punkt zum Anfangspunkt eines Polarkoordinaten- 
systems, so besteht die Entwickelung 


k=o@ 
u (9, 0) = pe (a, cos kd + by sink). 


k=1 
Auf einem beliebig kleinen Kreise liegen, wenn 0” (a, cos n# 
+6, sinn®) das Anfangsglied der Entwicklung ist, 27 Punkte, in denen 
w=0 wird. Diese Punkte sind so gelegen, dass fiir dieselben 
A cosnd + b, sinnd 


beliebig klein oder allgemem tang n# nahezu gleich — o” wird, In der 


bn 
Umgebung dieser Werte nimlich, fiir welche 
an 
tang nd = — ,,, 


ist und durch welche die Kreisperipherie in 2n gleiche Teile zerlegt 
wird, miissen Nullpunkte liegen, weil beim Durchschreiten dieser Um- 
gebungen Wechsel in dem Vorzeichen der stetigen Funktion wu ein- 
treten, und es kann in jeder dieser Umgebungen nur ein Nullpunkt 
gelegen sein, weil sonst Maximal- und Minimalwerte von w in diesen 
Umgebungen sich befinden miissten. Diese Werte aber gehéren zu 
Stellen, an denen 


k=o 
= >The! (— a sink + b, coskt) = 0 
k=1 


wird. Diese Verschwindungswerte liegen in den Umgebungen der 


Richtungen tang nd = “ welche die von den vorigen gebildeten Winkel 


n 


* Den Inhalt dieses Paragraphen mit der Umkehr der in ihm enthaltenen 
Satze habe ich ausfiihrlicher behandelt in den ,,Berichten der Kénigl. Siichsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften 1885‘. 
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halbieren. Hieraus folgt tiberdies, was spiiterhin benutzt wird, dass 
in der unmittelbaren Umgebung a betrachteten Punktes keine weiteren 
Stellen legen, an denen A aa’ A “ mgleich null sind. 

Die in der Umgebung eines Punktes, wo u =O ist, gelegenen 
Stellen, an denen w den Wert null behalt, bilden stetige Kurven, 
die in » beliebig schmale, vom Punkte ausgehende Winkelflichen ein- 
geschlossen werden kénnen, deren Mittelrichtungen einen beliebig 
kleinen, den Punkt umschliessenden Kreis in 2” gleiche Teile teilen. 
Uberschreitet man solch eine Kurve, so indert sich das Vorzeichen von w. 

Jede Linie, lings welcher die Funktion den Wert null hat, trennt 
also in bestimmter Richtung ein Gebiet, in welchem die Funktion zu- 
nichst positive Werte besitzt, von einem Gebiete, in welchem sie negative 
Werte hat. Erst wenn wiederum der Schnittpunkt der Kurve mit 
einer anderen Nulllinie tiberschritten wird, kann sich das Vorzeichen 
auf den verschiedenen Seiten der ersteren iindern. 

Punkte, durch welche nur eine Tangente der Kurve u = C hin- 
durchgeht, sind gewéhnliche Punkte, Punkte, in denen mehr als eine 
Tangente vorhanden ist, heissen Knoten- oder Gleichgewichts- 
punkte m — 1** Ordnung, wenn » Tangenten durch ‘dieselben gehen. 
Die Linie u = C ist die Niveau- oder Gleichgewichtslinie. 

Die Anzahl der Knotenpunkte, welche iiberhaupt in einem be- 
grenzten Gebiet gelegen sind, ist eine endliche; sie lasst sich durch 
ein bestimmtes Integral angeben. Denn in solchen Punkten miissen 
die partiellen Ableitungen oY und in oder a a gu gleichzeitig ver- 
schwinden, und zwar in einem Knotenpunkt nm — 1** Ordnung auch 
von der Ordnung »—1. Die Funktion 


w= [2 + 29)] te 609 


ist eine reguliire harmonische Funktion, mit Ausnahme der Knoten- 
punkte, in denen sie unendlich wird. Umpiellt man jeden der Knoten- 
punkte mit einem beliebig kleinen Kreise, so ist nach einem friiheren 


Satze 
ee 
Tn gf PYM 


wenn dieses Integral auf dem Rande des Gebietes und auf den Kreisen 
gefiihrt wird. Der Wert des Integrals auf jedem Kreise ist leicht 
angebbar. Ist der Mittelpunkt ein Knotenpunkt » — 1** Ordnung, 
so wird 


Erstes Kapitel: Allgemeine Sitze tiber Potentialfunktionen. § 19. 61 


u (Qo, #) = a + 0” (a, cosnt + 6, sinn#) +..., 


op ne 1 (a, cos nt + b, sin NF) +..., 
ae a, sin nd + b, cosn#) +... 


Beriicksichtigt man nur die ersten Glieder der Entwicklung, da die 
iibrigen fiir @ = 0 keimen Beitrag zum Integral liefern, so wird 


ioran—1[(C) +8 CY] aieemrarean 


also 
Ol (uy? + Uy") — 2n—-2 
00 Q 


Mithin ist 
1 0 
el 1(u,* + u,") dt = — (n — 1), 
also dem Betrage nach gleich der Ordnung des Knotenpunktes. Folg- 
lich stellt das uy 


ule.) eS *) | ao 
2 x 


gefiihrt lings der Begrenzung eines ae Gebietes die gesamte 
Anzahl der im Innern befindlichen Knotenpunkte dar, wenn jeder 
Punkt mit seimer Ordnungszahl gezihlt ist. Dabei ist angenommen, 
dass die Begrenzungskurve so gelegt ist, dass auf ihr sich kein Knoten- 
punkt befindet. 


§ 19. 


Bei einer Potentialfunktion, die im Innern einer gegebenen Fiche 
nur positive (oder nur negative) Werte besitzt, lisst sich aus dem 
Wert der Funktion an einer einzigen Stelle ein Schluss ziehen auf die 
Werte an allen andern Stellen. 

Wir betrachten zuniichst eimen Kreis vom Radius 7. Der Wert 
der Funktion im Mittelpunkt dieses Kreises sei bekannt gleich 


Uy = aq f Uae, 


so ist fiir jeden andern Punkt des Kreises: 


-f¥ oie s— 9. [ Uae — = fo rae af 2a 
on 2" 


wenn man mit / die Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Peripheriepunkten, mit (/n) den Winkel zwischen den inneren Normalen 


62 Erstes Kapitel: Allgemeine Sitze iiber Potentialfunktionen. § 19. 


der Peripherie und der Strecke J (diese in der Richtung vom Peripherie- 
punkt zum innern Punkt) bezeichnet. Da nun die Funktion U ihr 
Zeichen nicht wechseln soll, so folgt nach dem ersten Mittelwertsatz 
der Integralrechnung: 


u= baled r| [uae — Uy = uy (2r peeve 1), 


pay) 


wobei Ee einen mittleren Wert von bei allen méglichen 


Werten von & bedeutet. Dieser Wert ist immer positiv und endlich, 
solange der betrachtete Punkt im Innern des Kreises liegt. Denn es 
ist, wenn der betreffende Punkt in der Entfernung @ vom Mittelpunkt 
hegt: 
008 (ln) 5 Pick Fee. 

l 20 
Die gréssten und kleinsten Werte dieses Quotienten gehéren zu 


den extremen Werten von J. Der kleinste Wert tritt ein fiir /—r-+ 
¥2 


oe? =7?+ ?— 2rleos(In), also 


und ist gleich 3 Re der grosste tritt ein fiir / = r — @ und ist gleich 


———- Mithin ist die Grésse der Werte w auf dem imneren Kreise 
r—@ 
mit dem Radius @ eingeschlossen zwischen den Grenzen: 


Y 40 t zi 
a und Ses 

Ist nun fiir eine beliebige Fiche der Wert der Funktion w an 
einer einzigen Stelle bekannt gleich u,, so ist, vorausgesetzt dass die 
Funktion iiberall das gleiche Zeichen hat, ihr Wert auf jedem den 
Punkt umschliessenden Kreise gleich dem Produkt von w) mit einer 
endlich bleibenden Grésse. Da nun jeder Punkt im Innern des Kreises 
zum Mittelpunkt emer neuen Integraldarstellung gemacht werden 
kann, so ist fiir alle Punkte im Innern der Fliche der Wert der 
Funktion gleich dem Produkte von w) mit einer Grésse, die jedenfalls 
zwischen endlichen, von wv) unabhiingigen Grenzen eingeschlossen 
werden kann. 

Dieser einfache Satz ist fiir das foleende deshalb von Bedeutung, 
weil er lehrt, dass die Funktion wu, falls sie tiberall dasselbe Zeichen 
hat, gleichmiassig fiir alle Punkte im Innern der Fliche nach null 
konvergiert, sobald sie in einem einzigen Punkte beliebig klein wird. 

Dasselbe gilt auch fiir alle Ableitungen der Funktion uv. Denn 
im Innern des Kreises mit dem Radius 7 bestehen fiir jeden Punkt 
mit den Koordinaten @, # die Gleichungen: 


Up 
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ae 4x 
k=o eat C t 
Ae Se) E Ko [ Tos kode + cinko [ Usinkede|, 
60 LAD Up 
mE 2 


—nt 


$a 4a 
=O; \p-4 : . 

oY u SH(2) E sink [ Ueosk-d9 + cosko { Usinko do |. 

Q aoe 4 Ve vo b. 


= 


Da nun die Integrale ihrem Betrage nach nicht grésser sind als 


der Betrag von 
+2 
1 e 
z f U49- 2 Uy, 
—xn 


weil U iiberall einerlei Zeichen hat, so sind auch die Betriige von 
i und 55 an jeder Stelle im Kreise gleich dem Produkte von 2, 
mit endlichen Gréssen. Sie konvergieren folglich iiberall im Innern 
der Fliche gleichmissig nach null, wenn ~ beliebig klein wird. 
Ebenso verhalten sich alle héheren Ableitungen. 

Wir wollen hieran zwei ahnliche Siitze kniipfen, die sich aber 
nur auf die Fliche eines Kreises beziehen. 

Es sei g der grésste Betrag, welchen die Funktion u(o, #) auf 
der Peripherie eines Kreises vom Radius r besitzt. Es ist 


he a) —uQ—z f(A PP r-1)ao—— [0 (a0). (de),), 


wenn mit (do), und (dG) ) die Winkel] bezeichnet werden, unter welchen 
das Bogenelement do beziiglich von den Punkten («= 0, 9) und dem 
Mittelpunkt 0 erscheint. Bezeichnet man die Winkel, welche die von 
diesen Punkten an das Bogenelement gezogenen Radienvektoren mit 
dem durch die Punkte x und 0 gelegten Radius bilden, durch #, und 
B), so ist (d6),=—d,, (d6))=— ad, also wird 


u (9, #) — 4(0) => J U (de®, —d®). 


Nennt man ferner den Winkel an der Spitze des von den Punkten 
0,< und dem Punkte o auf der Peripherie gebildeten Dreieckes a, 
so ist 
O,— =a, dt,—dt,=da, solange 0) <a 
und 
o,—%=——a, dd,—d?,—-— da, solange 0 > 2; 


also wird 
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u(o, #) —u(0) = . Uda in der ersten Hilfte 


_ Se Uda in der zweiten Halfte. 


Durchliuft nun # und ebenso #, alle Werte von 0 bis 22, so 
ist @ eine zuniichst wachsende Grésse, die aber fiir #—0O und 0) =z 
den Wert null erhilt. Es bekommt @ zweimal einen Maximalwert, 
der aus der Gleichung 
0 sin By 0 sin By 

l Vr? — 2r cos 9+ @ 


za bestimmen ist. Derselbe gehért zu dem Werte cos a= =, fiir 


sin @ = 


' O-2G : d : 
welchen sing = rs wird. Also ist der Maximalwert von « = aresin ©, 
, 


und sonach folgt der Satz: 

Ist auf der Peripherie ees Kreises mit dem Radius 7 der grésste 
Betrag der Potentialfunktion G, so ist der Betrag des Unterschiedes 
zwischen dem Werte im Mittelpunkt und in irgend eimem andern 
Punkt, dessen Entfernung von der Mitte @ betrigt [w(o, #) — u(0)], 


héchstens gleich = G aresin oe. 


Ist G der algebraisch grésste Wert, K der kleinste auf der Peri- 
pherie 7, also G—K die Schwankung der Funktion, und bildet man 


die harmonische Funktion v = u — 


2) so ist der grésste Betrag 


von v auf der Peripherie oe Also wird 


2 
abs [v(e@, #) — v(0)] = abs [u(e, #) — u(0)] < (G4 —K) s aresin ~. 
Ist also D die grésste Schwankung der Funktion auf der Peripherie 


des Kreises, so ist die Differenz zwischen den Werten im Mittelpunkt 
und in irgend einem Punkt (@, #) dem Betrage nach héchstens gleich 


2 Ee 
D . — aresin —, 
I ry 
und daraus folgt, dass der Betrag der Differenz zwischen zwei Werten, 


die zu den Punkten mit den Abstiinden @ und @, von der Mitte ge- 
héren, héchstens gleich ist 


D 2 (arcsin 2 + aresin oy . 
Prd r 


” 


* Schwarz, Journal f. Math. B. 74 S. 232. 
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Fiir zwei Punkte, die auf dem niimlichen Kreise mit dem Radius 0 
liegen, ist der Betrag dieser Differenz héchstens gleich 


D 2 aresin ae 
1 r 


Statt dieser Grenze lisst sich indessen noch eine kleinere an- 
geben*. Liegen die beiden Punkte auf einem konzentrischen Kreise 


mit dem Radius e, so wird [w(o, #,)—u(e, O,)} < = D arctang = Der 


Beweis ergiebt sich ebenso wie oben, indem man den Winkel o ein- 
fiihrt, den die von den beiden Punkten an ein Bogenelement aus- 
gehenden Radienvektoren miteinander bilden. Dieser Winkel wird 
am gréssten, wenn sein Scheitel in der Halbierungslinie der durch 
die beiden Punkte gezogenen Sehne liegt, und erhilt, wenn die beiden 
Punkte diametral auf dem Kreise mit dem Radius e@ legen, den 


grésstméglichen Wert « = 2 arctang .. 


Hat nun insbesondere die Funktion w im Mittelpunkt den Wert 
null, so kann der grésste Betrag, welchen sie auf der Peripherie des 
Kreises @ annimmt, nicht grésser sem, als die Schwankung, welchen 
sie auf diesem Kreise besitzt. Hieraus folgt: Ist fiir eine Funktion, 
welche im Mittelpunkt den Wert null hat, die Schwankung 
auf der Peripherie des Kreises gleich D, so ist auf einem 
inneren Kreis mit dem Radius @ der Betrag der Funktion 


héchstens gleich =D arctang “. 


Da die Grosse * arctang < =k kleiner ist als 1, wenn 0 <7, 


so ist fiir jeden imneren Kreis der Betrag der Funktion kleiner als 
kD, wobei k von dem Werte D vollkommen unabhingig, einen echten 
Bruch bezeichnet. 


§ 20. 
Es sei nun fiir irgend eine Fliiche J” eine unendliche Reihe von 
harmonischen Funktionen gegeben: w,, Wy, W3,--. Ur,+-. Die Werte 


am Rande, in welchen jede derselben stetig iibergehen soll, seien 
beziiglich mit U,, U,,... U,... bezeichnet. Unter dem stetigen Uber- 
gang ist, wie schon in § 10 erwihnt wurde, folgendes zu verstehen: 
Bei jeder vorgeschriebenen beliebig kleimen Zahl 0 muss sich zu jedem 
Randpunkt s ei Gebiet von endlicher Ausdehnung angeben lassen, 


* Neumann, Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale. 
8. 413. 


Harnack, Die Grundlagen ete. 5 
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welches in das Innere der Flache eintritt, und zum Teil von einem 
Bogenstiick der Randkurve, in welchem der Punkt s liegt, begrenzt — 
ist, sodass die Werte der Funktion w;, welche zu den Punkten dieses 
Gebietes und seiner Grenzlinien gehéren, untereinander um weniger 
als 0 differieren. Man sieht, dass dieses nur dann méglich ist, wenn 
auch die Funktion U; an der Stelle s stetig ist. 


Man kann solch einen Ubergang auch einen gleichmissig 
stetigen nennen, weil sich zeigen lisst, dass die obige Bedingung, 
falls sie besteht, auch immer so erfiillt werden kann, dass man das 
zu einem Punkt s gehérige Gebiet als Stiick eimer Kreisfliiche mit 
einem Radius @ herstellt, wobei o fiir alle Randpunkte s den nim- 
lichen Wert hat. 


Konvergiert nun die Summe der Randwerte 
U=U,4+U0,+0,;+...4+U0,4+... 
gleichmissig, so konvergiert auch die Reihe 


Wy -F Uy i Ug = ot Un 


fiir jeden Punkt im Innern der Fliche und stellt eine im 
Innern harmonische Funktion dar. 

Denn die Funktion ist erstlich in der Flache stetig, weil die un- 
endliche Reihe gleichmiissig konvergiert. Da niimlich die Summe 

Un a Un+1 ae Un+2 ai tee sr On 
zufolge der Voraussetzung fiir alle Randpunkte zugleich, lediglich 
durch Wahl von » und unabhingig von m, ihrem Betrage nach kleimer 
als eine beliebig kleme Zahl 0 gemacht werden kann, so wird auch 
die Summe 
Un af Un AL =e Un-+-2 a cee SF Un +m 

dem Betrage nach fiir alle Punkte der Fliche kleiner als 0. Die Reihe 
fiir « konvergiert also gleichmissig. Setzt man ferner 


U=Sp+%ny Sa = Uy + Ug + Us Hee F U1, 


so ist fiir jeden Punkt im Innern eines innerhalb der Fliiche gelegenen 
Kreises mit dem Radius @: 


Lo fs cos) if s 
8, = =f S an odd aq f Bo, 


wenn man mit S, den Wert der Summe s, in den Punkten der Peri- 
pherie bezeichnet. Nennt man ferner V und R, die Werte von uw und 
ry, auf der Peripherie, so kann man diese Gleichungen auch in der 
Form schreiben: 
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1 cos (In) By 
unas [Vv i ede — 5. [Vas 
1 *, cos (In) Ls ] 
-= | [® + ede qf ® de]. 


Da nun 7, und FR, durch Wahl von n gleichmissig beliebig klein 
werden, so ist 


1 /*,,cos (In) 1d 
; | 7 eulel i eda — 55 | Vas, 


d.h.w ist eine harmonische Funktion fiir das ganze Innere der Flache. 
Diese Funktion konvergiert auch stetig in die Randwerte U. 
Man wiihle n so gross, dass fiir alle Punkte des Randes der Wert von 


Cea UU, fe es 


z fe) ce Nog : 
um weniger als > von den Werten U\"+™ also auch U differiert. Die 


3 


harmonische Funktion # unterscheidet sich alsdann von der harmoni- 
schen Funktion uw = u, + u, +...U,—1 um eime Grosse, deren Betrag 
nicht grésser ist, als der grésste Betrag von U, + U,41+...+ Unim, 


: - : 2 : 0) 
der, wie gross auch m ist, kleimer bleibt als >- Betrachtet man nun 


3 


einen bestimmten Randpunkt s und konstruiert man um denselben 


, : : ‘ 0 
einen Bereich, so dass daselbst die Werte von wu um weniger als > 


3 


yoneinander und also auch von dem Werte U,” differieren, so unter- 
scheiden sich auch die Werte w von diesem Werte U,” um weniger 


als die Grosse = Da nun der Unterschied von U,™ und U, kleiner 


ist als Se so unterscheiden sich in dem konstruierten Bereich die 


Werte von u um weniger als 0 von dem Werte U,, und mages um 
weniger als 0 vonemander. 


Aus diesem Satze und dem des vorhergehenden Paragraphen folgt 
noch ei bemerkenswerter Lehrsatz, der spiter wiederholt Anwendung 
findet: 


Ist fiir eme beliebige Fldche F eine unbegrenzte Reihe von har- 


monischen Funktionen u,, Us, .++Uny -.» gegeben, die alle imnerhalb der 

Filiiche einerler Zeichen haben, und konvergiert die Summe 
pig —h- Ue ~~ as a ig | os ng 

an irgend einer Stelle im Innern der Flidche, so konvergiert sie auch 

fiir alle inneren Punkte der Fliche, und ist in derselben eme har- 


monische Funlction. 
5 am 
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Wenn nimlich die Reihe an einer Stelle konvergiert, so lisst sich 
fiir diese ein Wert  angeben, sodass 


Ui Se Ul aseapasoe Se Cesene 
bei jedem Wert von m kleiner bleibt als: eine vorgeschriebene belebig 
kleine Grésse 0. Dann aber ist diese Summe im Innern der Flache 
allenthalben gleich dem Produkt von 0 mit einer endlich bleibenden 
Grosse. Demselben Satz kénnen wir auch folgende Form geben: 
Gehen die Werte einer harmonischen Funktion u' bestindig wachsend 
in die Werte einer (endlich bleibenden) Funktion u iiber, so ist auch u 
eme harmonische Funktion. 


Zweites Kapitel. 


Die zur Bestimmung einer Potentialfunktion ausreichenden 
Bedingungen: Die Kigenschaften der Greenschen Funktion 
und der natirlichen Belegung. 


§ 21. 


Wenn bei einer harmonischen Funktion wu lings emer im Innern 
des Gebietes gelegenen, noch so kleinen Linie die Werte von w und 
ou 


oo null sind, so ist die Funktion w iiberall gleich null. 


Eine jede Linie, lings welcher «=O ist, muss, wie im § 18 
bewiesen wurde, Gebiete, in denen uw zunichst nur positiv ist, von 
Gebieten, in denen u zuniachst nur negativ ist, trennen, ausser wenn u 
iiberhaupt gleich null ist. Man wird also auf der gegebenen Linie 
ein endliches Stiick ausschneiden und durch ein endliches Gebiet 
einschliessen kénnen, sodass auf der einen Seite des Stiickes die 
Werte von « nur positiv (oder null), auf der andern nur negativ 
(oder null) smd. Man wihle nun einen beliebigen Punkt auf der 
negativen Seite zum Mittelpunkt eines Kreises mit dem Radius g, 
dessen Peripherie teilweise auf der anderen Seite liegt, und also zu- 
sammen mit dem Kurvenstiick eim bestimmtes Gebiet begrenzt, fiir 
welches die Werte von uw nur positiv (oder null) sein kénnen. Be- 
zeichnet man den Logarithmus der reziproken Entfernung des Mittel- 
punktes von den Randpunkten dieses bestimmten Gebietes mit 7,, 


so ist 
G/L eR Ore ) 
a (a2 224 aaa 0. 


Da nun aber uw und - lings der Kurve gleich null sind, so redu- 


ziert sich dieses Integral auf den Kreisbogen und es ist 


1 a) 
[oan i()f 20-0 
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Ou ; KER, 
Da nun | — do = 0 ist, wenn es lings der ganzen Umgrenzung 
On z te) 5 


; : 0 Me ; 
des Gebietes gefiihrt wird, und = lings der gegebenen Linie null ist, 


so wird dieses Integral auch lings des Kreisbogens gleich null, und 


sonach ist auch i 
s (=) 
uU =) wd? = 0. 
e on 


Diese Gleichung ist nicht erfiillbar, wenn wu durchaus positiv ist; 
folglich ist w auf dem Kreisbogen und peg a ganzen Gebiet null. 


vocas folgt: Wenn der Wert von wu und 3 ~ Tings einer, tibrigens 


beliebig kleinen Linie im Innern eines Gebietes gegeben ist, so ist u 
dadurch in allen Teilen des Gebietes bestimmt. 


§ 22. 


Wir betrachten nun eine im Endlichen geschlossene, ebene Fliache. 
Dieselbe kann von einer oder von mehreren Kurven begrenzt, also 
einfach oder mehrfach zusammenhingend sein. Sind die Werte, welche 
eine im Innern dieser Flaiche harmonische Funktion lings der Rand- 
kuryen besitzen soll, vorgeschrieben, und bilden dieselben eine stetige 
Funktion auf dem Rande, so dass auch die harmonische Funktion 
stetig in diese Randwerte iibergeht, so ist die Funktion fiir alle 
Punkte im Innern bestimmt. Denn gabe es zwei Funktionen, welche 
dieser Forderung Geniige leisten, so wiirde ihre Differenz eine har- 
monische Funktion sein, die stetig nach den Randwerten null konver- 
giert. Solch eine Funktion hat aber im Gebiet iiberall den Wert null 
(§ 13) 


Sind die Werte der Ableitung - am Rande vorgeschrieben, so 


gehért zu denselben eine eindeutige, harmonische Funktion im Innern 
des Gebietes nur dann, wenn 


| Ren? 


ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Funktion bis auf eine 
additive Konstante bestimmt. ves aus der pie 


Ble es = ‘Jasay=— fos 


folgt, dass bei einer Funktion, ftir welche a lings des Randes null 
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ist, die partiellen Ableitungen = d - tiberall im Innern verschwin- 
den; solch eine Funktion ist nur eine Konstante. 


Aus derselben Integralformel folgt auch: Sind auf einem Teile 
des Randes die Werte von U, auf einem andern die Werte von a 


vorgeschrieben, so ist die Potentialfunktion, vorausgesetzt, dass es 
tiberhaupt eine giebt, bestimmt. 


§ 23. 


Um eime harmonische Funktion aus ihren Randwerten fiir das 
Innere eimer geschlossenen Fliche F wirklich zu bilden, und sonach 
die Existenz derselben zu erweisen, muss eine Funktion betrachtet 
werden, welche fiir die Potentialtheorie im Raum zuerst von Green, 
in der Ebene zuerst von C. Neumann eingefiihrt wurde, und von 
letzterem die Greensche Funktion genannt worden ist. Wir definieren 
dieselbe zunichst wiederum fiir die geschlossene ebene Flache, die 
eine oder mehrere Randkurven besitzen, also einfach oder mehrfach 
zusammenhingend sein kann. 

Im Innern der Fliche sei ein beliebiger Punkt 0 fixiert; die 
Entfernungen der Randpunkte vom Punkte 0 seien mit @ bezeichnet. 
Man konstruiere die harmonische Funktion g, die im ganzen Jnnern 


der Flache regulir ist, und am Rande die Werte (=) besitzt. Dass 


es jedenfalls nur eine Funktion dieser Art giebt, ist im vorigen Para- 
graphen gezeigt; dass aber solch eine Funktion auch méglich ist, 
also existiert, soll in einem spiiteren Paragraphen genau bewiesen 
werden. Vorliufig nehmen wir ihre Existenz an und nennen sie die 
zum Punkte 0 gehérige Greensche Funktion. (Von Riemann 


u. a. wird auch g — (=) die Greensche Funktion genannt. Vor- 


liufig ist es aber bequemer mit g allem zu operieren und einen ein- 
fachen Namen dafiir zu haben.) Der Punkt 0 heisst der Pol derselben. 

Ist m der klemste Wert unter den positiven Gréssen 9, und M 
der grésste, so sind n(es) und 1( =) beziiglich die algebraisch 
kleinsten und gréssten Werte, welche die Greensche Funktion iiber- 
haupt im Innern und am Rande der Fliche annimmt. Umgiebt man 
den Punkt 0 mit einem beliebig klemen Kreise, so ist die Differenz 


zwischen der Greenschen Funktion g und der Funktion (=) ausser- 
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halb des Kreises und im Innern der Pliche iiberall harmonisch. Da 
diese Differenz auf dem Rande der Flache gleich null und auf der 
Peripherie des beliebig kleinen Kreises negativ beliebig gross wird, 


so ist'g — (=) im Innern der Fliche tiberall negativ, also g < i(=). 


Die Funktion g besitzt zwei wesentliche Higenschaften: 

1. Ist g) die zu einem Punkt 0 gehorige Greensche Funktion, 
und ist go die zu einem andern Punkt 0! gehérige, so ist der Wert, 
welchen die erste Funktion im Punkte 0! besitzt, gleich dem Wert, 
welchen die zweite Funktion im Punkte 0 hat, also in Formeln: 

90 (O') = go (0): 

Man umschliesse die innerhalb der Fliche gelegenen Punkte 0 
und 0! mit beliebig klemen Kreisen, deren Mittelpunkte 0 und 0! sind, 
und deren Radien ¢ und g! heissen mégen. Nach Ausschluss dieser Kreise 
soll die Fliche mit F' bezeichnet werden. Fiihrt man die Funktionen 


U=IJo— set = q—1(5) 


ein, wobei 7 und »” die Entfernungen der Punkte von F" beziiglich von 0 
und 0! angeben, so sind w und w' im Jnnern von F” harmonische Funktionen. 
Wir betrachten nun das Doppelintegral 


(a oul 4 ou ou! 
af ak be ba! By a ane9); 

welches wir tiber die ganze Fliche 2” erstrecken wollen. Um aber 
keine Voraussetzungen einzufiihren tiber die Werte der Ableitungen 
an dem Rande, zumal da dieselben in Punkten desselben in der That 
unendlich werden kénnen, ersetzen wir die Randkurve durch eine 
andere, welche in beliebiger Nihe derselben verliuft, und ebenfalls 
die um (0 und 0! konstruierten Kreise einschliesst. Als solch eine 
Kurve laisst sich zweckmissig diejenige wiahlen, auf welcher w den 
konstanten Wert « hat, wobei @ schliesslich gleich null wird. Wir 
kénnen nun auch uw — «=v einfiihren und das Integral 


he ou! pace a) 
ffl Ox ras dy oy SER 
im Innern der Flache betrachten, deren Rand von der Linie v = 0 
und den beiden Kreisen um 0 und 0! gebildet wird. Es ist nun 


e Nef ° pp Patel J 
fi yf ee ul! ay ie Ba Fae e ae 
dv ow ay! 
feof ay oy = f axl» yf a foaee y- 
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ul. oul 
Da nun Fae + yp = 0, so wird das Doppelintegral gleich 


i: a ea 
fulets + dx a . 


Die Werte unter dem Integral beziehen sich nur noch auf den 
Rand der Fliche F' und da im iibrigen v=0 ist, so kommen nur 
noch die Peripheriepunkte der beiden Kreise in Betracht. 

Fiir die Parallelen zur xv-Achse ist, wenn » die nach aussen 
gerichtete Normale des Kreises bedeutet, an den Austrittsstellen 
dy =do cos(nx), an den Hintrittsstellen dy = — do cos(nx), und ebenso 
fiir die Parallelen zur y-Achse beim Austritt dz = de cos(ny), beim 
Eintritt dz = —deécosny. Mithin ist das obige Integral gleich 


oul ° oul 
= fo vdo{ COS NH + ay cosny| == rf do, 


da die Hintrittsstellen am Kreise im obigen Integrale mit positivem, 
die Austrittsstellen mit negativem Zeichen behaftet sind. Hs ist nun 
lings des Kreises mit dem Radius @’: 


Ue 


ow ° ! ° ! a . ° 
ah 5 Oo fog eae — for ede — fo daa f vas. 


Lisst man oe und Q! beliebig klein werden, so konvergieren die 
ersten beiden Integrale nach null, das dritte bekommt den Wert 


— 220 = — 2n(u —a)=— 2 | 40(0" — jee — «|, 


und lisst man @ nach null konvergieren, so wird 


(a ou 4 OM du \ wy |. ; 1 )] 
fofid a bet by by) UA — 2m go(0!) — Ua 


Da nun aber das Doppelintegral symmetrisch in Bezug auf wu 
und «w ist, so folgt, dass man durch die niimliche Betrachtung, wobei 
die Kurve wv! =a eingefiihrt wird, zu der Gleichung gelangt: 


SS Gate top ay) 7 41 =— 2 | © — 1655) | 


Es ist also gv (0) = 9 (0’). 

Dass niimlich jenes Doppelintegral, ausgedehnt tiber die Fliche PF", 
einen bestimmten Wert hat, der unabhingig ist von der Art, 
wie man schliesslich zur Randkurve iibergeht, folgt daraus, 
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dass man dasselbe als ein Aggregat von Integralen darstellen kann, 
deren Elemente alle positiv sind; es ist nimlich gleich 


eed Ge) Tes: 
eee) i i) (“) | az dy — Sls y+ (Sy ie 


und jedes dieser we. hat, wenn die Punkte 0 und 0’ ausgeschlossen 
sind, einen bestimmten Grenzwert. 

2. Riickt der Punkt 0’ auf den Rand der Flache in einen Punkt p, 
so geht die zum Punkte 0! gehérige Greensche Funktion in die Funk- 


tion | S, ) tiber, wobei 7” die Entfernungen der Punkte in der Fliche 


vom Punkte p bedeutet. Dieser Ubergang erfolgt, nach Ausschluss 
des Punktes p durch ein beliebig kleines Gebiet, gleichmassig stetig. 

Man betrachte gleichzeitig einen festen Punkt 0 und den varia- 
belen Punkt 0’. Um den Punkt 0 konstruiere man die Kurven, auf 


welchen die Greensche Funktion g, gleich (= ) +a oder g,— (2 3) 


konstant gleich @ ist, wobel @ einen negativen Wert mit beliebig 
klemem Betrag bedeutet. Riickt der Punkt 0’ auf diese Kurve, so 
hat die zu 0! gehérige Greensche Funktion gy im Punkt 0 den Wert 
4 

ie) +a. Umgiebt man den Randpunkt p, in welchen 0! hinein- 
riicken soll, mit emem beliebig Klemen, ins Innere der Fliche F 
eindringenden Gebiete, welches den Punkt 0! einschliesst, und nennt 


man fF’ nach Ausschluss dieses Gebietes F’, so ist go — (+) eine 


in F" tiberall harmonische Funktion; 7’ bezeichnet die variabele Ent- 
fernung jedes Punktes im Innern oder am Rande der Flache F’ vom 
Punkte 0’. Diese harmonische Funktion ist im Punkte 0 gleich ag, 


am Rande von F" tiberall negativ oder null, und folglich ist go —/ e 


tiberall im Innern von £" gleich dem Produkt von « mit endlichen 
Gréssen (§ 19). Konvergiert « nach null, so geht go innerhalb F’ 


gleichmissig in den Wert (5) tiber. 


Man kann diesen Satz auch folgendermassen aussprechen: Wird 
irgend eine Kurve betrachtet, die ganz im Innern der Fliiche F' liegt, 
so konvergieren die Werte, welche die Funktion go auf der Peripherie 
und im Imnern dieser Kurve besitzt, gleichmiissig nach den Werten 
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l (5): wenn 0! auf den Rand der Fliche F riickt. Hbenso konvergieren 
auch siimtliche Ableitungen der Funktion g gleichmiassig nach den 


Werten der entsprechenden Ableitungen von (2 | (§ 19). 


§ 24. 


Mit Hilfe der Greenschen Funktion kann man eine Potential- 
funktion, die fiir eme im Endlichen geschlossene Fliche definiert ist, 
lediglich durch die Werte ausdriicken, welche die Funktion am Rande 
besitzt, also an Stelle der Gleichung Va) des § 12 eine wichtige neue 
Formel einfiihren. Wir wollen diese Formel zunichst nur bilden, und 
sie erst in einem spiiteren Kapitel exakt beweisen, da auch die Existenz 
der Greenschen Funktion erst noch bewiesen werden muss. 

Die fiir das Innere der Fliche F’ definierte Potentialfunktion lisst 


sich durch die Randwerte U und — vermittelst der Gleichungen 
darstellen: 


df oT; aU 
mma f Oe ao — am f Gq Ts 


Man konstruiere nun die zu einem inneren Punkt 7 gehorige Green- 
sche Funktion g;, so besteht auf jeder Kurve o', die ein Gebiet im 
Innern von /’ umschliesst, die ee 


[Os 


wenn U und G; die Werte von wu und g; auf der Kurve o’ bedeuten. 
Geht man von o' zur urspriinglichen Randkurve selbst iiber, so ist 


lim ous OCs 7 oo = lim ee do’. 


je" C=; 


Da nun aber die Werte von G; gleich den Werten von 7; werden, 
wenn der Rand o’ in den Rand 6 iibergeht, so ist 


lim [G7 0 = | Fe Bo; 
o=0 on 


also verwandelt sich die obige Formel in die Gleichung: 


1 Buk: OG: 4 
mage [UG ae sz lim, [US ea 


Die Zulissigkeit der vollzogenen Grenziiberginge muss festgestellt 
werden. Man sieht aber ein, dass sie (die Existenz der Funktion g; 
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) et oU 
vorausgesetzt) jedenfalls statthaft ist, wenn die Ableitungen rt auch 


beim Ubergang in die Randkurve 0 stetig bleiben, wenn also z. B. 
diese Randkurve noch nicht die natiirliche Begrenzung der Potential- 
funktion w bildet. 2 


SP): 
Als Beispiele fiir die Darstellung der Greenschen Funktion 
wollen wir nur kurz auf den Kreis und das Rechteck himweisen. 


Ist der Radius des Kreises a, und sind 7 und @ die Polar- 
koordinaten eines im Innern des Kreises gelegenen Punktes, so kann 
jede im Innern des Kreises harmonische Funktion durch die Reihe 
dargestellt werden: 


kK~O/ yk 
u(r, #) =A Bee (") (A; cosk® + B, sink®). 
k=1 


Sind c, #, die Koordinaten eines imneren Punktes, der zum Pol 
der Greenschen Funktion gemacht werden soll, so muss die Funktion 1 


fiir » =a iibergehen in den Wert (a) wobei @ die Entfernung der 


Peripheriepunkte vom Punkte c, #, bedeutet. Bezeichnet man die 
komplexen Koordinaten der Randpunkte mit ¢=ae'%, die komplexe 
Koordinate des Poles mit y = ce’, so ist 

c 


i(") =—1(e@)=— Reell l(¢—y) = — l(a) oa) cosk(#,—), 


also ist 
z k 
Aj=—1(@); A= - coskd,, ' B, = 2 (2) sinh?,, 
und folglich 


<1 /(re\* 
g=— l(a) >) 7 () cosk(#, — #). 
k=1 
Summiert man die Reihe, so wird 
g =I(a) = [r? e® — 2a*rc cos (9,— %) + a4]. 


In dieser Form tritt die Symmetrie hervor in Bezug auf die Punkte 


r,d undc, 9, Fir r=—0 wird g=1 ih fiir den Mittelpunkt als 


Pol ist daher auch g konstant gleich (+). 


Zweites Kapitel: Ausreichende Bedingungen und Darstellungsformen. § 26. 77 
Bestimmt man auf dem Radius, welcher vom Mittelpunkt 0 zum 


2 
Pol C fiihrt, den konjugierten Punkt D, dessen Koordinaten = und #, 


sind, so erkennt man, dass fiir einen beliebigen Punkt P 


a 
g-1(—5,) 


ist. Man ersieht hieraus, dass die natiirliche Begrenzung: fiir die 
Greensche Funktion im Endlichen nur durch den konjugierten Punkt 
D bezeichnet wird. 


§ 26. 


Fiir ein Rechteck ist die harmonische Funktion, welche auf 
den. Seiten y= 6 den Wert U, hat, auf den drei iibrigen Seiten den 
Wert null, durch die Reihe definiert: 


AS ¢ in(™%) ein (R22) 0,0 5) 
eae Sin (hy sin Kaa) [ 0, sin (4a dx. 


0 


Setzt man hier U, = — ‘ 1 ((@ — «)? + (b — B)”) und bildet man 


ebenso die drei auf die tibrigen Seiten beziiglichen Reihen (§ 4), indem 
man fiir die Randfunktionen die entsprechenden Logarithmen einsetzt, 
so erhilt man die Greensche Funktion g. Die Ausfiihrung der Inte- 
grale wird indessen kompliziert. 

Einfacher und wichtiger ist folgende Unterlegung: Die harmo- 
nische Funktion, welche auf der Seite y= den Wert U,, auf den 
andern Seiten den Wert null hat, muss nach den vorliiufigen Unter- 
suchungen im § 24 auch in der Form darstellbar sein: 


1 . (2 0g 
unaef% ja7 ae) om 
0 


wobei die Ableitung in der Richtung der negativen Ordinatenachse 
zu bilden ist. Bezeichnet man mit a, 6 die Koordinaten des Pols der 
Greenschen Funktion und vergleicht man diesen Ausdruck mit dem 
obigen (in welchem a, 6 an Stelle von x,y zu schreiben ist), so kann 
man schliessen, dass fiir yb die Gleichung besteht: 


oh 82ST inl 70) sn (00) an( 02.) 
ee a joes kB sin (7 «@ sin (7 = «). 


dy oy 


Da ferner der Wert von 7'— g fiir y= null ist, so ist es leicht, 
die harmonische Funktion 7’ —g selbst anzugeben, welche lings der 
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Geraden y = b den Wert null hat, waihrend ihre Ableitung nach der 
negativen Richtung von y den oben angegebenen Wert besitzt; durch 
diese Angaben ist nimlich die Funktion bestimmt (§ 21); es wird 


a 1--8 > ia 1— gq ax Sin (42 6) cin (4a) sin (42) Sink” (y-0). 


Die Konvergenz dieser Reihe erstreckt sich nicht auf das ganze 
Rechteck, aber in einer gewissen Umgebung der Geraden y = b ist 
die Reihe konvergent und stellt die harmonische Funktion dar. Um 
auf bekannte Reihen zu reduzieren, fiigt man die konjugierte Funktion 
hinzu; bezeichnet man alsdann die Funktion g — 7 nebst der kon- 
jugierten mit u +2v=w, so ist 


k=O , 
api g (42 ) : (x2 at 
es [ae Sin kB sin k™ «)eosk™ («+ i(y—V). 


Setzt man a+ iy=2,c=a+if, d =a —if, so ist c+d =2a, 
c—¢=2iB6, also 


k= 0 
1 qr I ek 7 . kx 
Wi a ij vag cosk 7 (2 — ib) sin (x coe (¢— d)) sin 5 (¢+¢) 


1 
1S eee cos k= (2 — ib) Age f ee 
i Dae: i ge ; i Puasa 
k=o - 
1 gq | kx } : kx ; ; 
Dae: ‘scapes ewe one 


¢) cos “ (¢ ib +e) |. 


Fiihrt man die peeve Funktion ein: 


n=O 


&(2)=1+4+ 2, (— 1)" g” cos (2n me), 


a1 
so ist (0 (2 )) bis auf eine Konstante gleich 


k= 


eee % Logik 08 (2kz), 


: 2 F 
und sonach wird z, wenn man noch —i=v setzt: 
a 


OF sa as a) 


Cee ee 
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Auf die niihere Diskussion dieser Formel, aus deren Konvergenz 
sich nun riickwiirts alle Schliisse leicht bestiitigen lassen, soll hier 
nicht eingegangen werden. Sie liefert bekanntlich die konforme Ab- 
bildung des Rechteckes auf een Kreis, wobei der Punkt ¢ dem Mittel- 
punkt des Kreises entspricht (§ 45). 


§ 27. 


Das Gebiet, fiir welches eine harmonische Funktion bestimmt 
werden soll, sei nun ein ins Unendliche erstrecktes, und zwar soll 
dasselbe, damit der Unendlichkeitspunkt nicht auf dem Rande liegt, 
von der Aussenfliiche einer geschlossenen Kurve S gebildet werden. 
Die harmonische Funktion kann im Unendlichen ein verschiedenes 
Verhalten aufweisen; sie kann daselbst niimlich endlich bleiben (ist 
sie das Potential endlicher Massen, so hat sie dann den Wert null) 
oder sie kann logarithmisch unendlich werden (wie M@ (>) fiir r= o), 
oder unendlich werden wie eine algebraische Potenz von bestimmter 
Ordnung, oder von hoherer als jede endliche Ordnung. Ist die Funktion 
das Potential endlicher Massen, so kann sie nur logarithmisch un- 
endlich werden, daher wird dieser Fall nebst IJ —0O im folgenden 
allein fiir das Unendlichwerden niiher beriicksichtigt. 

Eine harmonische Funktion ist durch die Werte, welche sie am 
Rande S der Fliche besitzt, nur dann vollstiindig bestimmt, wenn 
auch ihr Verhalten im Unendlichen aus diesen Randwerten sich er- 
kennen liisst. Im § 13 ist bewiesen, dass bei eimer harmonischen 
Funktion, welche im Unendlichen den Wert null hat, die Werte auf 
der Kurve S, falls sie konstant sind, notwendig ebenfalls gleich null 
sein miissen. Dagegen kann die Funktion auf der Kurve S konstant 
sein, ohne dass sie tiberall konstant ist, wenn sie im Unendlichen 
nicht endlich bleibt, sondern unendlich wird. Demnach ergeben sich 
folgende Sitze: 

1. Soll die harmonische Funktion im Unendlichen in vorgeschrie- 
bener Weise unendlich werden, und sind die Werte der Funktion wu am 
Rande S gegeben, so giebt es jedenfalls nicht mehr als eine Funktion, 
welche dieser Forderung geniigt. Denn giibe es zwei Funktionen, u, 
und #,, so miisste die Differenz derselben im Unendlichen verschwinden 
und auf dem Rande S null sein; solch eme Funktion ist im Gebiet 
iiberall gleich null. 

Nehmen wir insbesondere an, dass die Funktion w im Unendlichen 
den Wert null haben soll, so kénnen wir den Satz noch genauer 
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fassen: Weil namlich die Funktion bereits bestimmt ist, wenn ihre 
Randwerte auf S gegeben sind, und iiberdies nur gefordert wird, dass 
sie im Unendlichen endlich bleibt, so kann der bestimmte Wert im 
Unendlichen nicht mehr vorgeschrieben werden; es wird vielmehr bei 
gegebenen Randwerten bereits ein bestimmter endlicher Wert im Un- 
endlichen vorhanden sein, sodass man diese Konstante in Abzug 
bringen muss, um zu bewirken, dass « im Unendlichen null wird. 
Also erhilt man den Satz: 

2. Sind fiir den Rand S die Werte U gegeben, so giebt es nur 
eine Funktion uw, welche im Unendlichen verschwindet, und deren 
Randwerte auf S sich von den Werten U um eine additive Konstante 
unterscheiden. 

Derselbe Umstand wird nun im allgemeinen immer eintreten, 
wenn fiir die Funktion « die Randwerte (7 und das Verhalten im 
Unendlichen M/ (<) gleichzeitig gegeben sind. Die harmonische 
Funktion, fiir welche also die Differenz u — M1 (4) im Unendlichen 
null wird, wird auf dem Rande S Werte besitzen, die sich um eine 
bestimmte Konstante von U unterscheiden. 

Um etwas Niheres tiber diese Konstante festzustellen, miissen 
wir eine andere Potentialfunktion y einfiihren, die wir wiederum zu- 
nichst nur definieren, wahrend ihre HExistenz aus den spiiteren all- 
gemeinen Betrachtungen hervorgehen wird. 

Man denke sich fiir das dussere Gebiet der Kurve S diejenige 
harmonische Funktion definiert, welche sich im Unendlichen verhilt 


wie | (<) fiir = co und auf der Kurve S konstant ist. Man gelangt 


zu dieser Funktion auf folgendem Wege. Im Innern der Kurve S 
werde irgend ein Punkt angenommen und zum Anfangspunkt des 


Polarkoordinatensystems gewahlt. Man bilde die Funktion (+) und 
bezeichne die Werte derselben am Rande S mit V. Alsdann kon- 
struiere man fiir das fussere Gebiet von S die harmonische Funktion 
v, welche im Unendlichen endlich bleibt und am Rande die Werte V 


hat. Ist dann I’ der bestimmte Wert im Unendlichen, so ist 
(1 
2 ee 
die gesuchte Funktion; dieselbe hat auf dem Rande S den Wert [ 
und wird im Unendlichen wie 1(-) unendlich. Der Wert von J’ ist 
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eine fiir die gegebene Kurve S charakteristische Konstante, sobald 
die Lingeneinheit fest gewihlt ist. Wird diese geandert, so 
findert sich der Wert von I’ um eine additive Konstante. 


So ist z. B. fiir einen Kreis vom Radius a die Funktion y gleich 


ea wenn + die Entfernung vom Mittelpunkt angiebt; also ist 


T= i(*), dieser Wert kann negativ, null oder positiv sem, je nach- 


dem a kleiner, gleich oder grésser als 1 ist. Dass in der That bei 
jeder Kurve der Wert von I" durch Veriinderung der linearen Mass- 
einheit additiv geiindert werden kann, folgt daraus, dass der Wert 
yon v additiv geiindert wird; denn diese Funktion sollte am Rande 


die Werte He *) haben. Die fiir das Aussere der Kurve S definierte 
Funktion, ae konstanter Wert am Rande I ist, heisst nach Neu- 
mann das Potential der natiirlichen Belegung. Der Wert von » 
in irgend einem dusseren Punkte a ergiebt sich aus der Gleichung: 


1 OL 1 cols 
oe on pope ai aN Le; 


also weil zufolge der Gleichung I= const das erste Integral 


[mene 


1 = Oe 
Ya=— ca) aN Leo 


Es sei nun eine Potentialfunktion « gegeben; ihre Randwerte auf 


S seien mit U bezeichnet, die Art des Unendlichwerdens durch M7] (<) 


fixiert. Es ist dann auch (wenn wir annehmen, dass die Ableitungen 
nach der Normalen am Rande stetig bleiben) [§ 12, Gleich. Ib]: 


ae 1 or 


Nun besteht die Gleichung: 
1 ( or oU ) 
= = (0) 
ah U ON ON are oN jee 


1 aU 
ae f Ua = [Gy ae=— PM. 


Harnack, lie Grundlagen ete. 6 


ist 


also 
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Wir wollen zuniichst den Fall betrachten, dass bei der gegebenen 
Kurve S die Lingenemheit so gewithlt ist, dass I’ nicht null ist. 
Alsdann lehrt diese Gleichung: 

1. Ein Potential, dessen Randwerte U gegeben sind, besitzt im 
Unendlichen ein ganz bestimmtes Verhalten; es wird logarithmisch 


unendlich, wie WM Ea wobel 


AS eae ip 
I sar | Uae 


Man kann M auch als Summe der Massen im Innern von S be- 
zeichnen, durch welche das Potential erzeugt ist. 

2. Sind fiir das Potential Randwerte U und der Wert von M 
gleichzeitig vorgeschrieben, so ist solch eine Funktion im allgemeinen 
nicht moglich, vielmehr lisst sich w nur so bilden, dass seme Rand- 
werte um eine bestimmte Konstante C von U abweichen. Die Grosse 
dieser Konstanten C folgt aus der Gleichung 


se Cee ) 4 do = — IM also Ome f Ug te+ rE 


3. Soll die Funktion auf der Kurve den konstanten Wert C haben, 


so ist ihr Verhalten im Unendlichen durch den Faktor MW = 


bestimmt. oa 

4. Soll die Funktion im Unendlichen verschwinden und sich auf 
dem Rande S nur um eine Konstante vom Werte U unterscheiden, 
so ist diese Konstante bestimmt durch die Gleichung: 


HM (Se iop Be 


So ist z. B. fiir emen Kreis der Wert dieser Konstanten immer gleich: 


1 cy 


Es kann nun fiir dieselbe Kurve die Liingeneinheit so gewihlt 
sein, dass [=O ist. Alsdann bestehen folgende Siitze: 

1. Ein jedes Potential, welches am Rande S die Werte U hat, 
besitzt die Higenschaft, dass 


sett U ode = 0 


ist; mag es dabei im Unendlichen null oder logarithmisch unendlich 
werden. Das Potential ist also durch seine Randwerte U allein nicht 
bestimmt. 
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2. Sind irgend welche Werte U am Rande vorgeschrieben, welche 
dieser Integralbedingung nicht geniigen, so sind nur solche Potentiale 
moglich, deren Randwerte sich um eine additive Konstante von U 
unterscheiden. Der Wert dieser Konstanten ergiebt sich aus der 
aes if 


st (U+0)% as =0, also C= = ier 
oN 


er gilt auch, wenn die Funktion im Unendlichen verschwinden soll. 


3. Soll die Funktion am Rande konstant sein, so ist nur der 
konstante Wert null méglich. 


§ 28. 

Auch fiir das iussere Gebiet von S kénnen wir mittels der Green- 
schen Funktion den Wert von w lediglich durch die Werte U am 
Rande ausdrticken. Wir definieren die Funktion g,, welche am Rande 
S die Werte 7, + Ronjt hat, wobei 7, den Logarithmus der reciproken 
Entfernung eines fusseren Punktes a von den Punkten auf S darstellt. 
Die Funktion y, soll im Unendlichen null werden. Die Konstante, 
welche die Differenz zwischen g, und 7, angiebt, ist durch die Formel 


Lewy: 
Com 35 f Tay 


bestimmt, und folglich nichts anderes als der Wert der Funktion 
—y im Punkte a. Nun ist 

1 OL 1 0U 
Inf ON“? 2a) ON 


Tdé 


vo 


und 


0G, oU aU 
he aN — G25) ao! =0 also rane Hae [Co gxAo 


Es bedeutet hierbei o’ eine Kurve, welche die Kurve S umschliesst, 
und schliesslich in S iibergehen soll. Mithin wird 


1 AG ee PT ee 
os ae o— 5 lim TR be vf Gate 


Wenn wir nun weiter annehmen, dass die Funktion w so be- 
schaffen ist, dass fiir dieselbe 


wird, so ist sie durch ihre Randwerte allein darstellbar; es ist 
6 # 
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ead ae See eb: 
tem 5e f UGy ae og im ff pi Niraee 


eine Funktion, welche am Rande den Wert U hat und im Unendlichen ver- 
schwindet. Bei dieser Formel fiir u, ist bemerkenswert, dass sie nicht ge- 
indert wird, wenn an Stelle von U der Wert U + C eingesetzt wird. 

Dass nun auch umgekehrt die vorstehende Formel eine harmonische 
Funktion darstellt, welche am Rande die Werte 


aL’ 


besitzt und im Unendlichen Cascon soll spiter bewiesen werden. 
(§ 46). : 
Anmerkung. Da fir die Potentialtheorie im Raum die analogen Sitze 
zum Teil anders lauten, so will ich sie hier ohne Beweis zum Vergleich 
kurz anfiihren. 

Hine Potentialfunktion, welche fir den fusseren Raum einer Fliche 
reculir sein soll und im Unendlichen verschwindet, ist bestimmt, wenn die 
Werte auf der Fliiche gegeben sind. 

Insbesondere giebt es auch Funktionen, welche auf der Fliche konstant 
sind und im Unendlichen verschwinden. Wine soleche Funktion v hat die 
Higenschaft, dass ihr Maximal- oder ihr Minimalwert der konstante positive 
ae prea Wert auf der Flaiche ist, und folglich ist fiir dieselbe 


— {a do niemals null, sondern eine bestimmte Grisse. Indem man die 
And aN 


Funktion v mit einem konstanten Faktor multipliziert, kann man es immer 
erreichen, dass dieses Integral den Wert 1 bekommt. Diese Funktion + 
heisst das Potential der natirlichon Belegung; der konstante Wert auf der 
Fliche I’; die Grésse I” kann niemals null oder negativ sein. Aus der Gleichung 


27 ors au 
JR EN) Oke 


ihe ff Ge il he, 
a) aa te on” See 
folgt nun: 


1. Fur ein Potential, dessen Werte UW auf der Fliche gegeben sind, 

iy er Si g ator 

1 WwW = ; U=— = i e 
ist der Wert von Del on de ink. Ux de em ganz be 


oder 


stimmter. 
2. Sind die Werte U auf der Fliche gegeben, und iiberdies der Wert 
1, (0G, 
von ‘ W do = M vorgeschrieben, so liisst sich ein Potential be- 
stimmen, dessen Werte auf der Fliche nur um eine additive Konstante von 


U abweichen. Diese ee ist 


oft as rae 
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3. Soll die Funktion auf der Fliche den konstanten Wert C' haben, 


so ist fiir dieselbe 
1 (0U C 
Behn ga 
a ae ; 0U : 
4, Soll fir die Funktion w das Integral ik aN do =O sein, und sollen 


sich die Werte auf der Fliiche nur um eine additive Konstante von ge- 
gebenen Werten U unterscheiden, so ist diese Konstante bestimmt durch 


die Gleichung 
ad Uan 
x An Te ul oN ae 


Fiihrt man die Greensche Funktion ei, welche auf der Fliche die 
Werte 7, hat, wobei 7’, die reciproke Entfernung der Flaichenpunkte von 
einem fiusseren Punkt a darstellt und welche im Unendlichen null ist, so 
bestehen die Gleichungen: 


{peer oe 
wap fv aan O° ies 


iy cies. ay CaUr 
| dees os T, do. 
By pee G an do! =O also Timm Le 
Mithin wird 


ee ane 0Ga 
om ge J Ue ao — rena UT ae 


diejenige Potentialfunktion, welche auf der Fliche den Wert U hat und fir 


ee OU: Ste on 
welche ie an 9° > dak race ist. 


Drittes Kapitel. 


Die Neumannsche Methode zur Konstruktion einer Potential- 
funktion aus ihren Randwerten. 


§ 29. 


Die Aufgabe, die Existenz einer Potentialfunktion nachzuweisen, 
fiir welche die Werte U, die sie am Rande eines einfach zusammen- 
hangenden Gebietes besitzt, vorgeschrieben sind, lasst sich, wie Herr 
C. Neumann gezeigt hat, direkt fiir solche Flichen lésen, bei denen 
die Tangenten der Randkurve nirgendwo in das Innere der Flache 
eintreten. Solche Fliichen sind also alle diejenigen, bei denen die be- 
grenzende Kurve, wie z. B. bei einem Kreise, einer Ellipse etc. — 
tiberall konvex nach aussen ist; ferner diejenigen, welche aus Stiicken 
von solehen Linien oder aus Geraden zusammengesetzt sind, falls 
keine einspringenden Ecken vorkommen. 

Wir betrachten im folgenden derartige Flichen, und nehmen 
dabei an, dass die Randkurve tiberall ee bestimmte Tangentenrichtung 
besitzt, und nur in den Kekpunkten, die aber stets nur in endlicher 
Anzah] vorhanden sein sollen, zwei verschiedene, jedoch bestimmte 
Tangenten hat. Wendungen der Randkurve sowie Spitzen sind durch 
die Forderung, dass die Tangente niemals in das Innere der Flache 
eintreten soll, ausgeschlossen. 

Die Randwerte U sollen bis auf weiteres stetig sem. Fiihrt man 
also etwa eine Lingenbestimmung auf der Randkurve ein, so soll U 
eine stetige Funktion der Liinge s sein, wobei diese Linge von irgend 
einem festen Randpunkt an gerechnet wird. Bei einem vollstindigen 
Umlauf auf dem Rande kehrt dabei U in seinen Anfangswert zuriick. 
Die harmonische Funktion uw, welche fiir das Innere der Fliche F’ ge- 
sucht wird, soll so beschaffen sein, dass sie iiberall stetig in die 
Randwerte U iibergeht, in dem Sinne, wie es im § 20 definiert wurde. 

Wir bilden nun zunichst die Funktion (§§ 10 und 14) 


ayes Oak 1 
ed A ae Roe 
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Dieselbe stellt eine harmonische Funktion fiir das Innere der 
Fliche F dar, welche beim Ubergang in den Rand stetig iibergeht 
in den Wert 


U,= U,;+ fF @).— U,+ E;; 
falls der Punkt s em regulirer Randpunkt ist, und in den Wert 
a A fe o 
U,= (2 — £) U; + eal U (do), =(2 a | U,+ P,, 


falls der Punkt s ein Eckpunkt ist mit der Winkeléffmung « auf der 
innern Seite des Randes. Die Funktion P, oder deutlicher P(s) ist eine 
stetige Funktion von s; sie soll die zugeordnete Funktion zu U 
heissen. Betrachtet man nimlich zunichst ee Stelle, in deren Um- 
gebung der Rand reguliir ist, so kann man dieselbe in ein beliebig 
kleines Stiick 6, des Randes einschliessen. Man zerlege nun das Inte- 
gral in zwei Teile 
PE)=_ [0 (do), = Wdoons xf Un 

von denen sich der eine auf den beliebig kleinen Bogen o,, der andere 
auf den iibrigen Teil o, des Randes bezieht. Ebenso ist 


1 it 
P(sth)=— fe (d6,).41 ae Gn U (d6,) .4 


Wenn nun der Wert von h beliebig klem wird, so dass der Punkt 
s+h ebenfalls in dem Bogenstiick o, sich befindet, so soll gezeigt 
werden, dass der Betrag der Differenz P(s+h) — P(s) beliebig klein 
wird mit h. 

Charakteristisch fiir die behandelte Flaiche ist, dass die Grésse 


(do), = Bee do fiir kemen Punkt x im Innern der Fliche und auch 


fiir keen Punkt s am Rande der Fliche negativ wird, sondern stets 
positiv ist, allenfalls null wird; letzteres tritt nur ein bei Randpunkten, 
die auf geraden Strecken liegen. Es ist demnach 


1 1 Lf 
ae (d6,)s ae Py U, f (do, is (< 0 i (as,).), 
1 ie yi 
xf Uae a x Dn f @O)et ats (< 0 om (d6,).4n); 


wenn man mit 0 die grésste Schwankung der Funktion U innerhalb 
des Bogens 6, bezeichnet. Sonach wird der Betrag der Differenz 
zwischen den Integralen links gleich dem Betrage von 
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sa fo. — f (@2)-11}— ee U) f aa 


bis auf Gréssen, die durch Wahl von o, von vornherein beliebig klein 
gemacht werden kénnen. Da auch die Differenz U,,, — U, durch 
Verkleinerung von h beliebig klein wird, so ist nur noch die Differenz 
[(do,); — i (do,),4, zu betrachten. Jedes dieser Integrale stellt einen 
Winkel dar, oder genauer gesagt, die Summe zweier Winkel. Kon- 
struiert man im Punkte s die Tangente, und die von s an die End- 
punkte des Bogens o, ausgehenden Sekanten, so ist [ (do,), gleich 
der Summe der beiden Winkel, welche von den Sekanten und der 
Tangente gebildet werden. Ebenso ist if ‘(do,),4» gleich der Summe der 
beiden Winkel, welche von der Tangente im Punkte s+h und den 
beiden an die Endpunkte des Bogens 6, von s+ ausgehenden Se- 
kanten eingeschlossen werden. 

Da die Tangente sich stetig andert, so gehen diese Winkel stetig 
in die vorigen tiber, wenn / nach null konvergiert, d. h. der Wert 


oa {> [> Ls | @ev+} 


wird mit h dem Betrage nach beliebig klein. Dasselbe gilt aber auch 


fiir die Differenz 
1e 1/2 
a U (doy) ,41 cal = fF @e). 


cos (rn) 
r 


da lings des Bogens 6, der Wert eine tiberall endliche und 
stetige Funktion der Werte s ist. 

Ist aber der Punkt s ein Eckpunkt der Kurve mit der Winkel- 
offnung @, so ist, wenn wir wiederum den beliebig klemen Bogen o 
konstruieren, der den Punkt s einschliesst, die Differenz der Werte 
P(s) und P(s+h) bis auf Gréssen, die beliebig klein gemacht werden 
kénnen, gleich der Differenz 


ath { f (a.- ae aa 


Bezeichnet man mit ¢ und ¢ die Winkel, welche die vom Punkte s 
ausgehenden Sekanten mit je einer Tangente im Punkte s bilden (und 
zwar jedesmal mit derjenigen, mit welcher die Sekante zusammenriickt, 
wenn 6, null wird), so konvergiert 


[@e)s-42 


wenn der Punkt s+ in den Punkt s riickt, wobei h innerhalb des 
Winkels ¢ liegen mége, nicht nach dem Werte ¢+ ¢', sondern nach 
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dem Werte ¢+(é)+2—a). Die Funktion P, ist also m der Um- 
gebung einer Keke derart unstetig, dass 


lim P (sth) =P(s) + (1 — ©) U;. 
V0! ae eae 


Dies aber ist eine hebbare Unstetigkeit. Erteilt man der Funk- 
tion P an jedem Eckpunkte s mit der Winkeloffnung a den Wert 


peas ox ct Somelare (ic 
eh U (as), +(1 = U,— Tim ak U (do), +, 


so ist diese Funktion lings des ganzen Randes iiberall stetig. Diese 
Funktion werde fortan kurz mit P bezeichnet. 


§ 30. 


Die Funktion P besitzt fiir die Art von Fliichen, welche wir 
hier betrachten, noch eine andere wesentliche Higenschaft. Da in 


der Integralformel on 
= y) U (do), 


das Element (do), nicht negativ wird, so ist, wenn wir die obere 
algebraische Grenze der Werte von U mit G, die untere mit K be- 
zeichnen: 


Gf @s).>P> 2K { Ao also): Goer kG, 


d. h. die algebraisch gréssten und kleinsten Werte von P liegen inner- 
halb der algebraisch gréssten und kleinsten Werte von U. Fiir diese 
Abnahme der Schwankungen von P im Verhiiltnis zu den Schwankungen 
von U lisst sich aber, wie Herr Neumann gezeigt hat, noch ein 
genaueres Mass angeben, das lediglich von der Gestalt der begrenzenden 
Kurve abhingt. 

Bezeichnet M den mittleren Wert der Funktion U, also den Wert 
6 Tipe G+kK 

2 

welcher U gleich oder grésser ist als M, von allen Teilen, lings 
welcher U kleiner ist als M, unterscheiden. Die Elemente der ersteren 
mégen mit dem gemeimsamen Symbol da, die der anderen mit dem 
Symbol df bezeichnet werden. Fiir irgend einen Punkt s (der nicht 
gerade Kckpunkt ist), ist dann 


Pat J U(de),+ = ih U (dB). 


und daraus folgt: 


a 
7% 


» so kann man auf der Randkurve o alle Teile lings 
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Pee a Gf (da), + a uf (dB), oder P< M+ a (G =m) f (ae), 


P> Mt f (de), + i (dB), oder P>M+ = KM) f (a8), 
Da nun G—- M= ia und M — Ke, so ist 


2 


am 4 ae Paces 
G—K 1 
P>M— 5 af 


Wir betrachten nun die Werte F,) und Py), welche P an irgend 
zwei Randstellen s, und s, erhilt, und suchen fiir den Betrag der 
Differenz FP, -- Py, eime obere Grenze zu fixieren. Die Stellen s, 
und s, sollen nicht Eckpunkte sein. Denn wenn sich zeigen lasst, 
dass der Betrag der Differenz P) — Py, um emen angebbaren Wert 
kleiner bleibt als ee bestimmte Grésse, wie nah auch s, und s, an 
Eckpunkte riicken, so gilt diese Grenze auch mit Beriicksichtigung 
der Eckpunkte. Es ist nun 


GK ee Git Te 
o xf Gens Pos, 2 iM @) (dB).., 


GK Ande ie 1 
Tei = es ear D) ey (da)s, + ha 


Der Wert yon 


gf Cte [@B=2— (Lf OP = [do.) 


ist aber fiir unsere Flichen stets um eine bestimmte endliche Grosse 
kleiner als 2, Denn jedes der Integrale auf der rechten Seite enthilt 
nur positive Elemente; wir miissen also zeigen, dass sie nicht beide 
zugleich den Wert null haben kénnen. 

Wenn das Integral . f (dB),, null sem soll, so ist das nur méglich, 
wenn eine gerade Strecke / innerhalb der Begrenzung vorhanden ist, 
wenn s, auf dieser Strecke liegt, und wenn alle Hlemente df eben- 
falls dieser Strecke angehéren. In diesem Falle ist aber J (de),, 
sicherlich grésser als null. Denn entweder gehoért der Punkt s, eben- 
falls der Strecke / an, alsdann hat dieses Integral den Wert z, oder 
der Punkt s, liegt ausserhalb der Strecke /; alsdann ist dieses Integral 


Po) << M fr 


also ist 
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gleich x —f (dB), wobei die Elemente dB entweder vollstindig die 
Strecke / tiberdecken oder Teile auf derselben. Dieser Wert kann 
nicht null sein, weil eine gerade Strecke, von einem Punkte, der 
eine endliche Entfernung von ihr hat, nicht unter dem Winkel = er- 
scheinen kann. Auch wenn der Punkt s, in einen Endpunkt der Ge- 
raden rtickt, bleibt der Wert von | ft (dB),, kleiner als x, denn er geht 
in den Winkel iiber, welchen die Richtung, mit der der Punkt in 
den Endpunkt konvergiert, und die Gerade miteinander einschliessen. 
Auch dieser Winkel kann nicht gleich a werden, weil Spitzen auf 
dem Rande ausgeschlossen sind. 

Sonach ist die grésstmégliche Differenz, welche P,,) — Po, er- 
halten kann, ein Wert, dem wir die Form geben kénnen 


(G ekg) A, 


Tree t 53, f AB ay, f es 


ein echter Bruch ist, der nicht den Wert 1 annehmen kann. 


wobei 


Fiir die weiteren Betrachtungen ist es aber notwendig zu er- 
kennen, dass sich fiir den Wert von 4 wirklich eine obere Grenze 
kleiner als 1 fixieren lisst, die niemals iiberschritten wird, wie auch 
immer die stetige Funktion U beschaffen sein mag, d.h. wie auch 
immer die Elemente da und df auf der Kurve verteilt sein mégen. 


Da es hierbei nur darauf ankommt, iiberhaupt eine derartige 
Grenze zu fixieren, so kann man in sehr einfacher Weise vorgehen. 
Aus der Randkurve schneide man ein beliebiges Stiick (geradlinig 
oder krummlinig) heraus; dasselbe habe die Linge o'; seine Elemente 
seien do’, Hs seien zunichst s, und s, Punkte, von denen keiner auf 
o' liegt, von denen vielmehr ein jeder auch von den Endpunkten von 
o' noch um eine angebbare Linge entfernt ist. Bezeichnet man mit da! 
und df’ die Elemente von « und #, welche in o! sich befinden, so ist 


Sy i (4), + 5 [aon ay [Gent 2 [aed 


Wird nun durch einen Punkt s und ein Element des Randes do 
ein Kreis gelegt, so ist der Durchmesser D dieses Kreises bestimmt 
durch die Gleichung D cos(rn) = 7, wenn wie friiher r die Entfernung 
von s bis do und (rm) den Winkel zwischen dieser Richtung und 
der Normalen des Elementes do bezeichnet. Also ist 


dé 
(do), = 57) 
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Wenn nun die Punkte s, (und s,) von den Elementen (do') eine 
endliche Entfernung haben, und auch nicht in den Richtungen der- 
selben liegen, so kann der Durchmesser D nicht unendlich gross 
werden, es giebt vielmehr eine obere Grenze 4‘, die von demselben 
nicht tiberschritten wird. Also ist 


de 
(do), 2 ye 


und folglich wird 


gf Pat og [Cen > seq faa) + fe) = 52 9 


Damit ist eime positive obere Grenze gefunden fiir alle Punktepaare s, 
und s,, die nicht gerade in o’ und dessen unmittelbarer Umgebung 
liegen; fiir dieselben ist 

oO 
QA! 

Soll eimer der Punkte s in o’ liegen, so bestimme man einen 
beliebigen Abschnitt o” auf dem Rande, und es ergiebt sich fiir alle 
Punktepaare mit Ausnahme solcher, von denen ein Punkt in o', der 
andere in o” (oder deren unmittelbarer Nihe) sich befindet, eime 
obere Grenze 


4<l1— 


6) 
A> Tone 


und fiir Punkte s, von denen der eine in o’, der andere in 9” sich 
befindet, fixiere man einen beliebigen Bogen o'”, so dass 

Hr 
on A" 
wird. Der grésste Wert unter diesen drei liefert eme obere Grenze 
kleiner als 1, die niemals von dem Wert 4 iiberschritten wird, von 
welcher Art auch die stetige Funktion U sein mag. 

Dieses Verfahren ist ohne weiteres anwendbar, wenn der Rand 
der Kurve ein noch so kleines krummliniges Bogenstiick enthalt; bei 
einem geradlinigen Polygone dagegen muss eine Strecke o’ mit ihrer 
Umgebung stets so gewihlt werden, dass sie ausser der emen Polygon- 
seite noch die Anfiinge der. beiden anstossenden Seiten enthilt; als 
Strecke o’ selbst dient dann ein innerer Teil der vollstiindigen Seite. 
Denn nur fiir diejenigen Randpunkte, die ausserhalb dieses Gebietes 
fallen, wird der Durchmesser des Kreises nicht unendlich gross. Man 
kann nun leicht an der geometrischen Figur erkennen, dass der oben 
angegebene Prozess bei einem Polygon mit sechs oder mehr Seiten 
ohne Schwierigkeit ausfiihrbar ist, denn die Seite 1 mit anliegenden 


Ab ke 
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Stiicken der Seiten 2 und 6, die Seite 3 mit anliegenden Stiicken 
von 4 und 2, die Seite 5 mit anliegenden Stiicken von 6 und 4 bilden 
bereits am Sechseck drei auseinanderliegende Gebiete o', 0", o'” nebst 
ihren Umgebungen. 

Aber auch beim Fiinfeck liisst sich der Prozess mit einer kleinen 
Modifikation ausfiihren*; o' nebst seiner Umgebung sei die Seite 1 
mit zwei angrenzenden Stiicken von 2 und 5; o” mit seiner Umgebung 
sei die Seite 3 mit angrenzenden Stiicken von 4 und 2. Liegt aber 
nun der eine Punkt s, in o’, der andere in o”, so teile man das Ge- 
biet o” in zwei Teile, I und II, indem man die Seite 3 halbiert; der 
erste Teil enthilt kein Sttick der Seite 4, der andere kein Stiick der 
Seite 2. Die Punkte innerhalb o! und I kénnen nun auf ein Gebiet 
6" bezogen werden, welches von der Seite 4 und angrenzenden Stiicken 
von 3 und 5 gebildet wird; die Punkte innerhalb o’ und II dagegen 
mtissen auf zwei verschiedene Stiicke o® und o®) bezogen werden. 
Teilt man nimlich das Gebiet o' in zwei Teile, I’ und II’, indem 
man die Seite 1 halbiert, so dass I' kein Stiick von 5, II’ kein Stiick 
von 2 enthilt, so lassen sich die Punkte, welche in I’ und II fallen, 
auf ein Gebiet o beziehen, das von der Seite 5 mit angrenzenden 
Teilen von 1 und 4 gebildet wird, die Punkte, welche in II’ und II 
fallen, auf ein Gebiet o, welches von der Seite 2 mit angrenzenden 
Teilen von 1 und 3 gebildet wird. Unter den fiinf verschiedenen 
Werten, welche sich fiir 2 bei diesem Prozess ergeben, die alle kleiner 
sind wie 1, liefert der grésste eine obere Grenze. 

Fiir das Dreieck und Viereck dagegen ist diese Uberlegung nicht 
mehr ausreichend, und es bleibt daher fraglich, ob die im folgenden 
durchgefiihrte Methode fiir diese Flichen anwendbar ist. 


Fiir alle Flichen ohne einspringende Tangenten, mit Ausnahme 
der letztgenannten, ist also der Satz bewiesen: Bezeichnet D die 
Schwankung einer Funktion U auf dem Rande, also die 
Grosse G—K=D, so ist fiir die zugeordnete Funktion 


= a fO 


die Schwankung nur noch ein Bruchteil von D, d.h. kleiner 
als der Wert Di, wobei 4 ein echter Bruch ist, der von der 
Beschaffenheit der Funktion U vollkommen unabhingig ist. 


* Vergl. die inzwischen erschienene neueste Publikation von Herrn C. Neu- 
mann: ,,Uber die Methode des arithmetischen Mittels. Erste Abhandlung“. Im 
XIII. Bande der Abhandl. der K. Sachs. Gesellsch. der W. 1887. 
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S31 


Wir haben eine harmonische Funktion w,.konstruiert, deren 
Randwerte U + P sind, vermittels des Integrales u, -— Je U (de),. 


Da die Werte P bekannt sind, so kénnen wir mit dieser stetigen 
Funktion P in derselben Weise verfahren. Es ist 


Us = gf Pao 


eine harmonische Funktion mit den Randwerten P+ P,, wobei P, 
definiert ist durch das Integral 


igh 2 f PO. 


und bis auf hebbare Unstetigkeiten eine stetige Funktion von s¢ ist. 
Die gréssten und kleinsten Werte dieser Funktion legen innerhalb 
der gréssten und kleinsten Werte von P und ihre Differenz ist nicht 
grésser als AD. 

Wird dieser Prozess fortgesetzt, also die Reihe der Funktionen 
eingefiihrt: 


1 | ae tive 
pe gf Pa, pes oie (Gc\ ene qf P10). ah 


so stellt die Summe 


wat [Ue 5 [ Pao). +5 Py(@a)e— ++I f Pa (A), 


eine harmonische Funktion dar mit den Randwerten: 
U + (— Tyre ae 


Der Betrag der Funktion P41 ist immer kleiner als der grésste 
Betrag von U und ihre Schwankungen sind nicht grésser als DA" +?, 

Da 4 ein echter Bruch ist, so konvergiert dieser Wert nach null; 
d. h. die Werte der Funktion P, konvergieren mit wachsenden Werten 
von » nach einer bestimmten Konstante C. Demnach wird die ge- 
suchte harmonische Funktion, welche die Randwerte U besitzen soll, 
darstellbar sein durch die unendlichen Reihen: 


een sie Chee = Copia 7 f@-P) den 


oder 


u= 04+ fu P)(do) + > [PPM S [P-P)@a).+ 
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Die Konvergenz dieser Reihe ergiebt sich aus dem allgemeinen 
Satz im § 20. Mégen wir die Reihe in der. einen oder der anderen 
Form betrachten, sie ist eine Summe von harmonischen Funktionen, 
fiir welche die Summe der Randwerte gleichmiissig und zwar nach 
dem Werte U konvergiert. Denn bildet man den Rest der Reihe von 
einer Stelle ab, etwa die Summe 


1 1 
kim = f Pn Pon41) (do), — OT. sae qf Poten= Fats) (dG), 


so ist die Summe der Randwerte dieser Funktionen gleich 
— Prnt+ Pontom+e 

und diese Grosse ist fiir alle Punkte des Randes durch Wahl von n und 
unabhiingig von m ihrem Betrage nach beliebig klem, weil die Diffe- 
renz kleiner ist als Da?”*+1, denn die Funktion P2,4+42,,42 liegt imner- 
halb der Werte von PF, und die Schwankungen dieser Werte sind 
nicht grésser als Dj?"+!. Aus dieser Higenschaft der gleichmissigen 
Konvergenz der Reihe 


Bee UCU iE) tb ay) Ey ab ee 2 


ist, wie im § 20 weiter gezeigt wurde, auch bewiesen, dass die Funktion 
u stetig in die Randwerte U tibergeht. 


§ 32. 


Die vorstehenden Untersuchungen gelten auch fiir das iussere 
Gebiet der nimlichen Kurve. Wird auch hier die Funktion 


"= f U(de)s 


1 


gebildet, wobei nun (do), = Aa (7) dé = ore de ist, d. h. N die 


Richtung der Normalen ist, welche in das iiussere Gebiet fiihrt, 
so wird 


U,=U+ = [ Ua). U+P 


und dieser Wert von P unterscheidet sich von dem friiheren nur da- 
durch, dass er das entgegengesetzte Zeichen hat. Mithin lassen sich 
alle Formeln und Beweise der vorigen Paragraphen ohne weiteres 
auch hier anwenden, und es ist 


ee ty. xf U@a-> (P— P)(a0).— Pyle Xe a 
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Die Grossen P, P,, P,,... und folglich auch C=lim P;, haben 
hier die entgegengesetzten Werte wie vorhin. Die Funktion, welche 
wir konstruiert haben, ist diejenige, welche am Rande die Werte U 
und im Unendlichen den Wert — C besitzt. Demnach ist (§ 27) der 

° ap : 


Wert von C gleich Un, wenn mit y das Potential der natiir- 


lichen Belegung bezeichnet wird. 

Fiir die in Rede stehenden Flichen ist die Existenz des Potentials 
der natiirlichen Belegung, sowie die Existenz der Greenschen Funktion 
fiir jeden inneren, sowie fiir jeden fusseren Punkt durch diese Betrach- 


tungen erwiesen. 


8 33. 


Wir wollen nun den allgemeineren Fall behandeln, dass bei gleicher 
Beschaffenheit der Randkurve die Randwerte U nicht mehr stetig 
sind, sondern, was fiir spitere Anwendungen vorzugsweise von Be- 
deutung ist, an einzelnen Stellen sprungweise Unstetigkeiten erleiden. 
Bei Anniherung an solch eine Stelle s des Randes von der eimen 
oder der anderen Seite auf der Kurve soll! also 


lim U(s +h) sowohl wie lim U(s — h) 
h—0 h—0 


je ein bestimmter Grenzwert sein; aber die beiden Werte sind von- 
eimander verschieden. Zuniichst ist zu priifen, nach welchen Werten 
die harmonische Funktion 


t= ea U (de)x 


konvergiert, wenn wu in emen Randpunkt s von dieser Beschaffenheit 
riickt. Der betreffende Punkt s sei zuerst kein Eckpunkt. Umgiebt 
man ihn mit einem beliebig kleinen Bogen 6, des Randes, und nennt 
man den iibrigen Teil des Randes 6,, so ist 


= af U (d6,)e+ &. dp U (do)x 


Das zweite Integral konvergiert fiir 2 —s nach dem Werte 


1 
aaa U (de,),. 


Im ersten Integral unterscheide man die beiden Teile o’, und o",, 
welche zu verschiedenen Seiten von s legen. Es ist 


1 eee sar 1 
= fi U(as,)e— = / (ade f U (do",)e 
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Wird der Grenzwert von U in den Punkten des Bogens o', mit 
U', in den Punkten des Bogens o”, mit U" bezeichnet, so ist diese 
Summe gleich 


ail 1 oe 1 
UT | (00). 4g" 7 f Gal det (< n) = | (e's) ae (< 0 xf aero): 


Konvergiert z nach s, so geht f (do',)x in den Winkel tiber, 
welchen die Richtung, mit der # in den Punkt s einriickt, mit der 
Sekante bildet, die von s an den anderen Endpunkt des Bogens o’, 
gezogen ist; desgleichen wird fi (do",), der Winkel, den dieselbe 
Richtung mit der Sekante bildet, die nach dem Endpunkt von o", 
fiihrt. Da diese Sekanten nach der Tangente im Punkte s konver- 
gieren, wenn o', und o”, null werden, so wird, wenn wir mit 6 den 
Winkel bezeichnen, welchen die Richtung (zs) mit der Tangente 
einschliesst: 


im a= 0,— 2+ 2—f ong ah U (do) 


Der Grenzwert der Funktion uv, im Randpunkt s ist also viel- 
deutig; er hiingt von der Richtung ab, auf der x im den Punkt s riickt. 

Ist aber der Punkt s zugleich ein Eckpunkt mit der Winkel- 
éffmung «, so sind die beiden Winkel nicht supplementiir; ist der 
Winkel, welchen die Richtung mit der einen Tangente bildet 6, so 
wird der Winkel mit den anderen Tangenten (22 — 6 — a), also ist 


lim u, = U,= 2 U'+ Cos ets Uther = f PA. 


oder wenn Pp =a—y, und a=—y-+0 gesetzt wird 


g,—(1-4) v4 (1 ne U" + af UA. 


Die Funktion pa f U(de), ist aber, wenn wir wiederum 


M4 


hebbare Unstetigkeiten beseitigen, eine stetige Funktion von s, ausser 
wenn die Unstetigkeitspunkte zugleich Eckpunkte sind. 

Denn betrachtet man die Umgebung einer Stelle s, an der U eine 
sprungweise Wertiinderung von U' zu U" erleidet, so wird nach dem 
Verfahren des § 29 die Differenz P(s +h) — P(s) nur wesentlich 
abhiingig von der Grésse 


i ae 
af Paar f Aoi), 


da die iibrigen Teile der Differenz mit 1 beliebig klem werden. Es 
ist aber 


Harnack, Die Grundlagen ete. 7 
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a af U (de,).=— vf (do',), 


+ +.u" (aot). (<0 [ (do',).) + (<0 fe a"); 


F [Tear Z 0 [Addit oY {do's 
F 1 
P(e a) + (<8 = f (do's), 


also wird bis auf Gréssen, die von vornherein durch Wahl von o', 
und o", beliebig klein sind, die obige Differenz gleich 


oe | [odors , _f@'on| + 2 on [Gatos a foo, 


und diese Grésse konvergiert wie friiher mit h nach null. 


Ist aber der Punkt s zugleich ein Eckpunkt der Kurve, und hegt 
der Punkt s-+h auf derjenigen Seite von s, wo U den Grenzwert U' 
hat, so wird in dieser letzten Formel 


lim f(a era = f (ao! )s> 
tim f (29, )u41— a — & + [aos 
r—0 


lima (Peat = PQ) (1 = =.) vu", 
h=0 45 
wenn der Punkt s-++h von der Seite o’, einriickt, und ebenso wird 
lim (Po+% — Py) (1 = ) U', 
h—0 Tt 


wenn der Punkt s-+h von der Seite o”, einriickt. Diese Unstetigkeit 
ist nicht mehr hebbar; vielmehr unterscheiden sich die beiden Grenz- 
werte von P, je nachdem man von der einen oder der anderen Seite 
zum Punkte s geht, um den Wert 


(1 — 3 (o" — 0"). 


Da die Grosse (1 —<) ein echter.Bruch ist bei diesen Flichen ohne 


also wird 


einspringende Ecken (positiv fiir die Innenfliche, negativ fiir die 
Aussenfliche), so erkennt man, dass auch die Unstetigkeitsspriinge 
der Funktionen P, P,, P,, ... in geometrischer Progression abnehmen. 
Es bleibt demnach auch jetzt noch der Satz bestehen, dass die Reihe 
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dieser Funktionen nach einer Konstante konvergieren muss. Ubrigens 
wurde auch bei dem Beweise dieses Satzes die Stetigkeit der Funktion 
U nicht benutzt. 

Die Beschaffenheit der Funktion P,,) zu beiden Seiten einer Ecke, 
an der U unstetig ist, fiihrt aber noch zu einem andern Satze. Wir 
hatten gesehen, dass Ae harmonische Funktion 


ae oi U (do), 


bei Anniherung in die Ecke den Wert erhilt 
: NF lf t oO 1 ab S : 
lim uy, = (1 ok o4 (1 =) ort aN U (do),s 
za beiden Seiten der Keke hat dieselbe Funktion die Randwerte 
(ie \ i 
y,-U'+(1-£)0"42,, md 7,—0"4 (i ] U' + Py. 


Man kann nun den obigen Wert von lim u, auch durch diese beiden 
Werte darstellen; er erhilt alsdann die Form 


: Ci) 
lim w, = ee Nines el hee “)¥, 
und dies lisst sich als ein allgemeiner Satz so aussprechen: Ist eine 


ae : ; 1b G7 
harmonische Funktion uw, in der Form xf U0 dargestellt, 


wobei U eine im allgemeinen stetige Funktion auf dem 
Rande ist, die nur an einzelnen Stellen, unter denen sich 
auch Eckpunkte des Randes befinden kénnen, unstetig wird, 
indem sie eine plétzliche aber bestimmte Wertinderung 
beim Durchgang durch diese Stellen erleidet, so ist der 
Grenzwert von u, bei Anniherung an solch eine Stelle mit 
der Winkeléffnung a gleich dem Wert 


Ge ne a, ytod=a, axa, 


wobei V, und V, die Grenzwerte der Funktion uw, zu beiden 
Seiten der Ecke bedeuten, und y der innere Winkel ist, wel- 
chen die Richtung, auf welcher « in den Eckpunkt rickt, 
mit derjenigen Tangente bildet, zu welcher der Grenzwert 


V, gehort. 
Der Grenzwert von wu, ist also auch dem Betrage nach nicht 


grésser als der grésste Betrag von V, und Jy. 
7* 
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§ 34. ; 


Aus diesen Betrachtungen folet nun weiter: Ist die Funktion U 
so beschaffen, dass sie an einzelnen Stellen, die auch Eckpunkte des 
Randes sein kénnen, eine sprungweise Wertinderung erleidet, so stellt 
jede der friiher gefundenen Reihen, z. B. 


u--0+2 fu@a.—= [e- Pde = {®- B) (doy 


eime harmonische Funktion dar, welche im allgemeinen stetig nach 
dem Randwert U konvergiert, bei Anniherung an die Stellen aber, 
an denen U eine sprungweise Wertinderung von U' zu U" besitzt, je 
nach der Richtung, in welcher man in den Randpunkt iibergeht, den 
Wert 


lim v= (1—%) HG Be) U" (a = oder < 2) 


hat; y bezeichnet den inneren Winkel zwischen dieser Richtung und 
derjenigen Tangentenrichtung, zu welcher der Wert U' gehért. Dass 
in der That die obige Reihe fiir alle inneren Punkte konvergiert, und 
eine harmonische Funktion darstellt, ergiebt sich auch hier aus der 
Higenschaft, dass sie fiir alle inneren Punkte gleichmiissig konver- 
gent ist. 

Verfolgt man das Verhalten der einzelnen Integrale der obigen 
Reihe beim Ubergang in einen Unstetigkeitspunkt einzeln, so gelangt 


man zu demselben Ergebnis. 


Die vorstehende Forme] fiir das Verhalten im der Umgebung eines 
Unstetigkeitspunktes von U gilt auch, wenn « > ist; ein Fall, der 
bei der vorliegenden Art von Flichen dann eintreten kann, wenn die 
Potentialfunktion fiir das Aussere der Kurve gebildet werden soll. 


Die Funktion w ist zugleich die einzige harmonische Funktion, 
welche zu den gegebenen Randwerten U gehort. Soll namlich eine 
harmonische Funktion w im allgemeimen stetig in die Randwerte U 
iibergehen und bleibt nur im der Umgebung einzelner Randstellen, an 
denen U unstetig ist, das Verhalten der Funktion w fraglich, so ist 
die Funktion « eindeutig bestimmt, sobald man fordert, dass sie in 
der Umgebung dieser Stellen endlich bleibt. Angenommen, es seien 
zwei Funktionen vorhanden, so wire ihre Differenz eine harmonische 
Funktion, die im allgemeinen die Randwerte null besitzt und nur in 
der Umgebung einzelner Randstellen von null verschieden aber jeden- 
falls endlich ist. Solch eine Funktion muss aber tiberall den 
Wert null haben, wie sich folgendermassen beweisen lisst. 
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Die Randstellen, in deren Umgebung das Verhalten der Funktion 
wu unbekannt ist, umschliesse man mit Bogenstiicken des Randes, die 
beliebig klein gewahlt werden kénnen. Da die Funktion « durchaus 
endlich bleiben soll, so lisst sich eine obere Grenze K angeben, die 
von den Betriigen der Funktion w nicht iiberschritten wird. Man be- 
zeichne nun mit V die Randfunktion, welche in den Punkten des 
Randes im allgemeinen den Wert null hat und nur in den oben be- 
zeichneten Bogenstiicken den Wert A hat. Bildet man nun das Integral 


ie IV Oe 


so stellt dasselbe eine harmonische Funktion dar, im allgemeinen mit den 


Randwerten V+ P, wobei P = 2 V(de),. Die Grésse P ist durchaus 


positiv; ihr Wert ist K : fe c),, wenn wir mit da die Elemente aller 


derjenigen Teile des Randes bezeichnen, auf welchen V den Wert XK hat. 
Die Differenz » — u wird nun bei Anniiherung an den Rand niemals 
negativ. Denn im allgemeinen konvergiert diese Differenz nach dem 
Wert P, weil w den Grenzwert null hat. Niihert man sich aber einer 
Stelle, an welcher V unstetig ist, so konvergiert diese Differenz nach 
dem Werte ( =) K+ P, und nihert man sich eimer Stelle, an 
welcher das Verhalten von uw unbestimmt ist, so wird diese Differenz 
doch noch grésser als P, weil die Werte von w immer kleiner bleiben 
als K, wihrend v den Grenzwert K+ Phat. Ist die singuliire Stelle 


eme Ecke, so wird der Grenzwert von v gleich =) K + P, und 


die Differenz ist also immer noch grésser als P. Mithin ist w stets 
klemer als v. Dagegen folgt durch die niimliche Betrachtung, dass w 
grésser ist als —v. Der Betrag der Funktion 


o—= [¥ Go. = f (ae, 


kann aber beliebig klein gemacht werden fiir jeden inneren Punkt z, 
da die Bogenstiicke, deren Elemente da sind, beliebig klem werden. 
Mithin muss « fiir jeden inneren Punkt null sein. 

Fiir alle im Endlichen geschlossenen F lichen, deren Randkurve die 
am Anfang dieses Kapitels geforderten Higenschaften besitzen, ist also 
die Theorie der Potentialfunktionen hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit und 
ihrer Konstruierbarkeit bei gegebenen Randwerten U, selbst bei solchen, 
die Unstetigkeitsspriinge besitzen, in befriedigender Weise erledigt. 
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Man kann die Betrachtungen auch noch ausdehnen auf den Fall, 
dass U iiberhaupt nur eine endliche, integrierbare Funktion bildet; 
doch gehe ich auf denselben nicht weiter ein, weil er nichts wesent- 
lich Neues bietet. 


§ 35. 


Die gewonnenen Ergebnisse fiihren noch zu der Erkenntnis all- 
gemeiner Higenschaften der Potentialfunktionen im Innern von Flichen, 
in denen sie regular sind, zunichst freilich nur fiir solche Flichen, 
bei denen die Konstruierbarkeit der Funktion aus gegebenen Rand- 
werten festgestellt ist, bei denen also die Tangenten der Randkurve 
nicht in das Innere eintreten. 


1. Bezeichnet D die grésste Schwankung der Werte einer Poten- 
tialfunktion lings des Randes, d. h. den Unterschied des algebraisch 
gréssten und des algebraisch kleinsten Wertes, welchen sie auf dem 
Rande besitzt, so ist auf jeder Kurve J, welche ganz im Innern der 
Fliche liegt, die grésste Schwankung D! kleiner als kD, wobei der 
Faktor & ee bestimmte Grésse kleiner als 1 ist, die unabhingig 
ist vom Werte D. 


Sind auf dem Rande der Flaiche die Werte U gegeben, deren 
grésster G, deren kleinster K heisse, so dass G — K = D ist, so zer- 
lege man den Rand in die Stiicke a und 6. Zu «@ sollen alle diejenigen 
Bestandteile gehdren, auf welchen U gleich oder grésser ist als 


M = (G+ K), zu 6 alle diejenigen, auf welchen U kleiner ist als 1. 


Konstruiert man die harmonische Funktion v,, welche auf « den 
Wert G, auf 6 den Wert M hat, so ist der Wert, den dieselbe in 
eimem Punkt der inneren Kurve / liefert, sicherlich nicht kleiner als 
der Wert, welchen u daselbst besitzt. Desgleichen wird der Wert 
von v, nicht grésser als der Wert uw, wenn v, diejenige harmonische 
Funktion ist, welche auf a den Wert M, auf 6 den Wert K besitat. 
Es wird also geniigen zu ermitteln, wie gross der Unterschied zwischen 
dem gréssten Wert von v, und dem kleinsten von v, auf der Kurve / 
werden kann. 


Man kann v, und v, aus zwei Funktionen vo und v® entstehen 
lassen. Die erste habe auf a den Wert 1, auf 6 den Wert null; die 
andere auf « den Wert null, auf 6 den Wert 1. Hs ist dann vo + »® 
konstant gleich 1 im Innern der Fliche, weil diese Summe eine 
harmonische Funktion ist, die am Rande iiberall den Wert 1 hat; 
ferner ist 

| 
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v, = Mo + Kv® = K —(K— M) ye = K+ = (G — K)v™, 


Bezeichnet s denjenigen Punkt auf /, in welchem v, am gréssten wird, 
und ¢ denjenigen Punkt, in welchem v, am kleimsten wird, und sind 
of) © die Werte von v® und o in diesen Punkten, so wird 


v, —% = (@— K) {1-50 +}, 


und v, 


Die Grodssen yo und v, ’ sind héchstens gleich 1 und kénnen nicht 


beide gleichzeitig null werden. Denn vo“) wird nur dann null, wenn 
a null ist, und v® nur dann, wenn f null ist, beides kann aba nie- 


: F peer § 1. @ : 
mals zugleich eintreten. Mithin ist 1 — z ( _ vo”) ein echter Bruch, 


der mit k bezeichnet werden soll und nur abhingt von der Lage der 
Kurve / und von der Verteilung der Bogenstiicke « und 6. Der Maxi- 
malwert der Differenz v,—v, ist sonach /D, und folglich ist auch 
D<kD. 

2. Teilt man wiederum den Rand in irgendwelcher Weise in 
Bogenstiicke @ und # ein und konstruiert man eine harmonische Funk- 
tion, welche auf den Stiicken 6 den Wert null hat, auf @ aber irgend- 
welche Werte U besitzt, deren grésster Betrag G sein moége, so ist 
auf jeder Kurve J, die ganz im Innern der Fliche hegt, der Betrag 
der harmonischen Funktion w klemer als kG, wobei & ein echter 
Bruch ist, der von G unabhingig ist. 

Konstruiert man nimlich die Funktion v, welche auf a den Wert 
G und auf 6 den Wert null hat, so ist der Betrag von v sicherlich 
nicht klemer als der von u. Hs ist aber 

v= Gv) 
und » ein Wert, der nach der obigen Definition in den Punkten der 
Linie / kleimer ist als 1; also ist auch 

[w] <hG, 
k ist unabhiingig von G, aber abhingig von der Lage der Kurve / 
und den Bogenstiicken « und fp. 

Diese Siitze und ebenso der folgende gelten auch, wenn die har- 
monische Funktion beim Ubergang in den Rand nicht mehr allent- 
halben stetig bleibt, sobald nur G einen Betrag bezeichnet, der von 
den Werten der Funktion bei Anniherung an die Randstiicke « nie 
tiberschritten wird. 
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3. Der vorstehende Satz bleibt auch dann noch bestehen, wenn 
die Kurve / bis an den Rand tritt, so jedoch, dass ihre Endpunkte 
nur mit Punkten der Bogenstiicke 6 zusammenfallen, oder mit solchen 
Punkten, in denen a und 6 zusammenstossen. Im letzteren Fall soll 
aber die Kurve / das Bogenstiick @ nicht tangieren. ‘i 


Es gilt nimlich auch hier die Gleichung 
ii Ue 


wobei v eim echter Bruch auf / ist. Denn wenn die Kurve / den 
Bogen 6 in emem Punkt trifft, der nicht zugleich Endpunkt von a ist, 
so hat vo im solech einem Endpunkt von / den Wert null, und die 
harmonische Funktion v® besitzt auf J emen Maximalwert, der klemer 
ist als 1. In einem Endpunkt von @ und 6, der zugleich eine Heke 
mit der Winkeléffmung a sein kann, ist der Wert von ov gleich 


(1 a2 t), wobei y den Winkel bezeichnet, welchen die Tangente im 


Endpunkte von / mit dem Bogen a@ bildet. Auch dieser Wert ist 
klemer als 1, so dass der Maximalwert von o, mag er nun im End- 
punkte oder im Innern der Kurve / liegen, ein echter Bruch ist. 


Die vorstehenden Siitze gelten auch fiir eine Potentialfunktion, 
die fiir das Aussere einer Kurve definiert ist, falls dieselbe im Un- 
endlichen verschwindet oder einen endlichen Wert hat. Denn in 
diesem Fall hegen die extremen Werte der Funktion gleichfalls nur 
auf dem Rande der Fliche (§ 13), so dass die friiheren Schltisse giltig 
bleiben. Unter den oben eimgefiihrten Funktionen o™ und v® sind 
hier diejenigen Potentialfunktionen zu verstehen, die am Rande « 
und £6 die vorgeschriebenen Werte 1 oder 0 haben, und im Un- 
endlichen endlich bleiben. 


§ 36. 


Fiir die vorliegende Art von Flichen ist auch die Aufgabe lésbar, 
eine harmonische Funktion w zu konstruieren, deren Ableitung nach 
der Normalen am Rande vorgeschriebene Werte hat, eine Aufgabe, 
die man iibrigens in der Ebene auch durch Bestimmung der kon- 
jugierten Funktion erledigen kann. 


Betrachten wir zuniichst den innerhalb der Randkurve gelegenen 
Teil der Ebene, und sind aie f(@) die vorgeschriebenen Randwerte, 
: on 


so muss, damit iiberhaupt eine eimdeutige harmonische Funktion zu 
stande kommen kann; 
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Wee do = [r0) d6=0 


sein. Dies vorausgesetzt bilden wir die Funktion 


va fae Bee my [FO Las; 


es ist dies ein Potential, dessen Randwerte V mit den Randwerten U 
der zu bestimmenden Funktion uv in der Beziehung steht, dass 


V=-U+P=—U+~ [U (do), 
Konstruiert man nun zu V die zugeordneten Randfunktionen: 


i 1 it 
=F [VOM R= % [Gn C= = f A(i0). 
so stehen diese zu der gesuchten Funktion U in der Beziehung, dass 


Q=—P+P,, GQ=—-Pt+P,, Q=—P,+Ps,.-- On=—Pat Pai, -:- 


Man ersieht hieraus, dass die Funktionen Q nach 0 konvergieren, 
und dass die Funktion U, welche iiberhaupt nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt ist, der Gleichung geniigt: 


Es handelt sich also darum, die harmonische Funktion zu_bilden, 
welche diesen Randwert besitzt; dieselbe ist nach friiheren Sitzen 
gleich 


2) wma [THO GTO) Oe 


Wenn man nun aber bestiitigen will, dass diese Funktion wirk- 
lich die Higenschaft hat, dass ihre Ableitung liings des Randes 


oe = f(o) ist, so ist noch ein Umstand zu beriicksichtigen. Zuniichst 
kann man folgendermassen schliessen: es ist 
1 oT; 1 *0U 
2 Sal er ere | mead 


oder wenn man fiir U den Wert aus der Gleichung 1) einsetzt und 
die Gleichungen 2) und 3) alsdann vergleicht: 


Palas Tdo= 5 V (do),— zz { @- @;) (de)2— x f (am Q3)(d)e— «-. 
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Die rechte Seite ist eine Potentialfunktion mit den Randwerten af 
folglich ist die rechte Seite identisch mit 


1 : 
on [ro TL, d6, 


und es besteht also die Gleichung: 


1 aU 1 
ml ae Tidom 9, ff Tae. 


; aU ; 
Um aus dieser Gleichung zu folgern, dass Braco ist, muss 


man nachweisen, dass die durch die Gleichung 2) definierte Funktion w 
eine bestimmte Ableitung nach der Normalen in allen Punkten des 
Randes besitzt. Fiir diesen Beweis sind besondere Voraussetzungen 
iiber die Funktion f notwendig, wie im § 9 angegeben wurde. 


Es ist aber auch unabhingig von der Beziehung zu der gesuchten 
Funktion w der Nachweis zu liefern, dass die Reihe auf der rechten 
Seite der Gleichung 2) konvergiert. Derselbe ist leicht zu erhalten. 


Das Potential i 
== fi fT.do 
lasst sich darstellen in der Form 
1 “i 1 
va 042 (Vo) % [Q- A). = [(Q.— 0) (40). 


wenn C der Wert ist, nach welchem die Funktionen Q, konvergieren. 
Es ist zu zeigen, dass derselbe null ist. Nun ist (§ 32) 


beyecie he hea 
ie sa | Van va sal fox oo 


Oy mae : : : Tae 
wenn — ~~ die Ableitungen des Potentiales sind, welches im fiusseren 


aN 
Gebiete der Kurve von der Belegung f erzeugt wird. Da nun 
- aV 
cramer ine ee! 


und jar do =, so ne, 


1 oV ‘ 
ax f an 00 -—[ f4e=0, also ist C= 0. 


Um dieselbe Aufgabe fiir das Aussere der Kurve zu lésen, brauchen 
die hs von f nicht an die Bedingung Bp fdo =O gekniipft zu werden. 


Ist = B= al fdo =A, so giebt dieser Wert das Verhalten der ge- 
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suchten Funktion im Unendlichen an. Bestimmt man nun die har- 
monische Funktion, sie heisse o(a,y¥), welche am Rande der F'lache 
konstant gleich A ist, und im Unendlichen unendlich wird wie Al 


(es ist A=ATI’), so ist die gesuchte Funktion darstellbar in der Form: 
1 
4) uF (V4 GF GH.) GO). + (0), 


wobei die Funktionen V und Q ahnlich wie friiher definiert sind, je- 
doch durch die Werte: 


vay [i tads +2002, 0), Vonlim [fade +2A, 


Q= 5 [Va Qn 7 [ e@., a= [4 (do),,..- 


Die Normale ist nach der iusseren Flaiche zu konstruieren. 
Denn aus der Gleichung 4) folgt: 


und folglich: 


Ef THGtQr.. ) (do), + o (a, y) 


we aU 
agg f VFOFGt.. )@ey— Jan 
also 
1 oU 
On fay Tedo 


= 55 [ Mao) gz f @-@) @o)-- gz | (Q~Q4)(da)u-.-— «(49). 

Die rechte Seite ist eine Potentialfunktion mit den Randwerten 
+ ; lim Q2,,— A, welche im Unendlichen unendlich wird wie —A/ (*), 
und folglich ist die rechte Seite identisch mit = fi fT.d6, wenn 


- 


gezeigt werden kann, dass lim @2,—=0 ist. Nun ist aber 
== [ (Tas + 2a (a, y) 


eine Potentialfunktion, welche im Unendlichen verschwindet; also 
konvergieren die Funktionen Q nach null. Sonach besteht die Glei- 


chung , 
oy} an Te do = 5 z_ | Ptade 
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ae f ist, sind aber weitere 
Untersuchungen iiber die Ableitungen nach der Normalen sowohl fiir 
die Funktion « (a, y), als fiir den iibrigen Teil des Ausdruckes von u 
erforderlich. ” 

Aus allgemeinen Siitzen iiber die analytische Fortsetzung einer 
Potentialfunktion, welche im folgenden Kapitel besprochen werden, 
lisst sich schliessen, dass der vollstindige Beweis der vorstehenden 
Formeln erbracht werden kann, falls die Randkurve aus analytischen 
Kurvenstiicken zusammengesetzt und die gegebene Funktion / bis auf 
einzelne Punkte regular analytisch ist (§ 42). 


Um hieraus zu schliessen, dass 


Viertes Kapitel. 


Die Existenz der Potentialfunktionen fiir Polygone 
und. beliebig berandete, einfach oder mehrfach 
zusammenhingende Flaichen. 


§ 37. 


Durch die Neumannsche Methode ist festgestellt, dass ins- 
besondere fiir jedes geradlinige (oder auch aus Kreisbégen zusammen- 
gesetzte) Polygon ohne einspringende Ecken (abgesehen vom 
Dreieck und Viereck) eine und nur eine harmonische Funktion existiert, 
welche stetig nach gegebenen Randwerten U konvergiert, falls U selbst 
eine stetige Funktion lings des Randes ist, und welche im allgemeinen 
stetig nach diesen Randwerten konvergiert, aber tiberall endlich bleibt, 
wenn U eine iiberall endliche und im allgemeinen stetige Funktion 
auf dem Rande ist, die nur an einzelnen Stellen endliche Unstetigkeits- 
spriinge erleidet. ; 

Um analoge Siitze fiir Polygone mit einspringenden Ecken 
gu gewinnen, muss man diese aus Polygonen ohne einspringende 
Ecken zusammensetzen. Betrachtet man den einfachsten Fall, den 
eines Viereckes AGCD mit emer einspringenden Hecke B, und ver- 
lingert man die Seiten AB und CB, bis sie die gegeniiberliegenden 
in den Punkten H und F' schneiden, so besteht das Viereck aus den 
beiden Dreiecken AED und CFD, welche die Fliche BE DF gemein 
haben. Es ist zu zeigen, dass fiir das Viereck ABCD die Kon- 
struktion einer harmonischen Funktion aus gegebenen Randwerten 
moglich ist, wenn fiir die beiden Dreiecke die analoge Aufgabe ge- 
lost ist. 

Man kann dies Problem gleich allgemein so fassen: Haben zwei 
Gebiete 7, und J, die Fliche 7, gemein, die auch aus verschiedenen 
getrennten Teilen bestehen. kann, und ist fiir 7, sowohl, wie fiir 7, 
die Randwertaufgabe lésbar, so lasst sich auch fiir das zusammen- 
gesetzte Gebiet 7,+7,—T7, die niimliche Aufgabe lésen. Mit Hilfe 
dieses Satzes lisst sich dann auch fiir das Dreieck und Viereck die 
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Existenz der Funktion w nachweisen, da man jede dieser Figuren aus 
zwei Polygonen kombinieren kann. 


Die Begrenzung von 7, heisse J, und /,, die Begrenzung von 7, 
heisse 1, und /,, und zwar sei J, derjenige Teil der Begrenzung von 7’, 
welcher nicht zugleich eine Begrenzung von 7) ist, ebenso /, derjenige 
Teil der Begrenzung von 7,, welcher nicht zugleich Begrenzung von 
T, ist; 1; und 1, bilden die Begrenzung von 7, und kénnen daher 
auch teilweise zusammenfallen. Diese zusammenfallenden Teile werde 
ich 42 nennen. Die Linie J, soll, wo sie an /, und J, (oder J, und 4) 
stésst, diese Linien nicht beriihren, sondern eimen Winkel mit ihnen 
bilden, und ebenso soll J, einen Winkel bilden mit den Linien /, und 
I, (oder J, und 4). 

Es sind nun Werte U vorgeschrieben fiir die Strecken /,, l,, A; 
und zwar sei G der algebraisch grésste, A der algebraisch kleinste 
unter diesen Werten. Man konstruiere fiir die Fliche 7, eme un- 
endliche Reihe von harmonischen Funktionen, die mit w,, u;, U5, ..- 
bezeichnet werden soll, fiir 7, eime unendliche Reihe, die u,., u,, u% ... 
heissen moge. Dieselben sind in folgender Weise definiert: 

u, habe lings 1, und 4 die vorgeschriebenen Werte U, lings /, 
den Wert K. Diese Funktion besitzt auf 1, Werte, die zwischen G 
und £ liegen, sie sollen wu,“ heissen. 

uy habe lings 1, und 4 die Werte U, lings 1, den Wert u,“. 
Diese Funktion besitzt auf 1, Werte, die w,“) heissen sollen. 

In dem gemeinsamen Gebiet 7, hat die Differenz w,—u, nur 
positive Werte. Denn an dem Rande 2 und J, ist diese Differenz 
null, auf J, ist sie positiv, weil u,® gleich K ist, wihrend uw, gleich 
oder grésser als K wird. Also ist u,° — u,© > 0. 

uz, habe lings 1, und 2 die Werte U, lings 7, den Wert u,. Hs 
ist mithin uv, >, Der Wert, den u, auf 1, besitzt, heisse u,. 

u, habe lings 7, und 4 die Werte U; lings 1, den Wert u,). 
Es ist u,>u,, weil (wu, = u,) > (u, = u,). Der Wert von u, auf 
1, heisse u,®. 

u; habe lings 1, und a4 die Werte U, lings 1, den Wert u,. 
Es ist mithin wu, > us. 

Fahrt man sofort, so erhilt man die unbegrenzte Reihe von 
Funktionen 


Uy 9: Us 9 Weg aciel Ma attd == > 


in welcher jede folgende niemals kleiner ist als die vorhergehende, 
und ebenso die Reihe 
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Ug, Ug, Ug, «+++ Udny - oy 
welche dieselbe Higenschaft hat. Hine jede Funktion der ersten Reihe 
hat lings J, und 4 die Werte U, und jede der zweiten hat lings l, 
und 4 die Werte U. Ferner ist lings /,: 


Gynt ea t3 
und lings /,: - a 
) 
Wendtya “an, 


Da die Reihe der Funktionen w,,+1; eme Reihe von Grdéssen 
bildet, die fiir jeden innern Punkt der Flaiche 7, nicht abnehmen und 
doch kleiner bleiben als G, so konvergiert we,+41 fiir jeden Punkt der 
Fliche 7, nach einer bestimmten Grenze w, die man durch die un- 
endliche Summe 


ul = ut, + (us — Uy) + (Us — Uy) +... (Menti-— Uan—1) +... 


definieren kann, und ebenso wird fiir die Fliche 7, eine Funktion wu!’ 
durch die unendliche Summe definiert: 


ull = Us + (tty — Uy) + (Ug — Uy) +... (an — Uen—2) +... 


Da die in der Klammer stehenden Differenzen alle einerlei Zeichen 
haben, so folgt aus dem Satz des § 20, dass wu’ eine harmonische 
Funktion fiir das ganze Innere der Fliche 7, und ebenso w"’ eine 
harmonische Funktion fiir das ganze Innere der Fliiche J, ist. Mit- 
hin sind w und w! harmonische Funktionen fiir das gemeinsame 
Gebiet J). 

Um nun die Werte festzustellen, welche diese Funktionen an den 
Riindern ihrer Gebiete besitzen, muss man beachten, dass die Funk- 
tionen w,4, und w2, an den Stellen, wo /; und J, zusammenstossen, 
unstetig sein kénnen, so dass der erste Satz auf Seite 67 nicht unmittelbar 
anwendbar ist. Indessen lisst sich auf Grund der im § 35 bewiese- 
nen Higenschaft zeigen, dass jede dieser Reihen fiir alle Punkte ihres 
Gebietes einschliesslich der Randpunkte gleichmissig konvergiert. 
Bezeichnet niimlich D die grésste Schwankung unter den Werten U, 
also die Differenz G-— K, so ist u,— u, eine harmonische Funktion 
fiir das Gebiet 7,, welche am Rande lings der Strecken /, und 4 null 
ist, und lings J, kleiner als D, folglich ist diese Differenz in der 
ganzen Fliiche 7, kleiner als D, und insbesondere wird u,® — u,% < kD, 
wobei & ein echter Bruch ist. 

Desgleichen ist u,— u, ee harmonische Funktion fiir das Ge- 
biet 7,, welche liings der Strecken /, und 4 den Wert null und lings 
1, den Wert hat u,%— u,®. Da dieser Wert kleimer ist als kD, so 
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ist w,— U, in der ganzen Fliche 7, kleiner als kD, und insbesondere 
wird wu, — u,9) << kk' D, wobei Kh ein echter Bruch ist. 

HMieraus folet weiter, dass u;—u, in der ganzen Fliche 7, kleiner 
als kk'D ist, und u,—u, in der ganzen Flache 7, kleiner als 
kD. Allgemein t»41— “an—1 wird in der ganzen Fliche $e, 
kleiner als (Kk')"—1_D, und ton+2— Uen< (kM)! kD. 

Mithin konvergiert jede der obigen Reihen fiir alle Randpunkte 
gleichmissig, nimlich rascher als eme geometrische Progression, und 
folglich wird der Grenzwert. der Funktionen U' und U" erhalten, in- 
dem man die Grenzen der einzelnen Glieder in den Reihen bestimmt, 
d. h. es ist 

Ul = lim Uses U" = lim Ven, 
n=O 


n=O 
wenn man mit U2,4, und U;, die Grenzwerte bezeichnet, welche die 
Funktionen w,41 und wu, beim Ubergang in den Rand besitzen. 
Auf den Strecken J,, 1,, 4 sind die Grenzwerte die vorgeschriebenen 
Werte U, auf den Strecken /, und /, werden die Grenzwerte einander 
gleich. Denn es ist 


po —g® 


2n+1 2n? 


(4) wey) See 
Die OP 


Die Differenz u' — w'' ist demnach in dem gemeinsamen Gebiete 7, 
auf dem Rande allenthalben gleich null, und folglich auch im dem 
Eckpunkte, in welchem die Linien /, und J, zusammenstossen (§ 34). 

Daraus folgt, dass uw!’ die Fortsetzung der harmonischen Funktion 
wu’ in das Gebiet 7, ist, so dass w’ und w! diejenige harmonische 
Funktion bilden, welche fiir das Gebiet (7, + 7,—T)) die vor- 
geschriebenen Randwerte U besitzt. Dass diese Funktion auch bei 
Anniherung an die Ecke, im welcher 4, und A, zusammenstossen, 
nach dem daselbst vorgeschriebenen Werte U konvergiert, lasst sich 
iiberdies folgendermassen einsehen. Ist @ der Winkel zwischen /, und J,, 


so ist nach friiheren Satzen der Wert von ve 4, mm dem Eckpunkte 


Opa (1 _ fe) U+— Ce @ pas! 2) Ue <- y® 


64 (04 a a 
(0) Le Fae LS OY ee % 77/4) 
p= G22) op eS ee oe 
also wird: 
em a e) Bae Ue 
aca 2n+1 FE Pea Dade 
und da 


so ist auch 
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Desgleichen wird auch Bes Dee = U, dh. die Funktion w’ so- 


wohl wie w’ bleibt bei a: an die Keke stetig. 

Diese Kombinationsmethode ist von den Herren Neumann und 
Schwarz gleichzeitig gefunden worden. 

Dieselbe bleibt auch in Geltung, wenn die Funktion U an 
einzelnen Stellen sprungweise Wertiinderungen erleidet. Bei An- 
niherung an solch eine Stelle verhalten sich die Werte der harmo- 
nischen Funktion in der nimlichen Weise, wie im § 33 gezeigt wurde: 


lim wu = (1 an) Chae (1 — Ue 


Auch fiir die eimspringende Ecke gilt diese Gleichung. Denn ist 
eine Ecke mit dem Winkel « > vorhanden, und konstruiert man 
eine Gerade, welche diesen Winkel halbiert, so muss, wenn U’ und 
U" die Randwerte zu beiden Seiten der Ecke sind und V der un- 
bekannte Grenzwert auf der Halbierungslinie, in jedem der beiden 


Winkel = fiir jede Richtung die analoge Gleichung bestehen: 


SESE Sed Geral sei E pesmctomes leader, yeeukar 
foe ad erry) eae 


wennn y der innere Winkel zwischen der angenommenen Richtung 
und dem Teile des Randes bedeutet, auf welchem U den Wert bi) hat: 
ebenso ist symmetrisch zur Haliaecingalinie 


lim u!) = U@)— (1 — —*—| U"+ ak me vi 
Calta) 


Auf dieselbe Weise aber folgt Ves H+ 5 U®) und hieraus 


ergiebt sich: V= 0, + U"). Bee ist eae dass V 


iiberhaupt ein arene Wert sei muss, was aber mittels der 
obigen Kombinationsmethode ohne weiteres erkannt werden kann. 


§ 38. 

Eine zweite Methode, um fiir ein Polygon mit einem einspringen- 
den Winkel die Potentialfunktion aus gegebenen Randwerten zu kon- 
struieren, ist die folgende, bei welcher vorausgesetzt wird, dass die 
nimliche Aufgabe fiir das Innere sowohl als auch fiir das Aussere 
eines Dreiecks gelést werden kann: Zieht man die Gerade AC, 80 
erscheint die Fliche des Vierecks mit dem einspringenden Winkel B 


Harnack, Die Grundlagen ete. 8 
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als die Differenz zwischen dem Dreieck ACD =A, und ABU=A,. 
Wahlt man statt der Geraden AC eine gebrochene Linie ohne ein- 
springende Winkel, so sind die Flichen ACD und ACB Polygone, 
fiir welche die Randwertaufgabe nach der Neumannschen Methode 
lésbar ist. Fs 

Bezeichnet man die Seiten AD und CD mit /,, die Seite AC 
mit 4, ferner die Seiten des zweiten Dreiecks AB und BC mit /,, so 
lisst sich die Potentialfunktion, welche auf /, die vorgeschriebenen 
Werte hat und auf J, null ist, in folgender Weise konstruieren. 

Fir das Dreieck A, bestimme man die Funktion u,, welche auf 
1, den Wert U hat, auf A null ist. Bezeichnet G den gréssten Betrag 
der Randwerte U, so ist der Wert, welchen u, auf /, besitzt, er heisse 
u,”, dem Betrage nach kleiner als kG, wobei & ein echter Bruch 
ist. (§ 35; Nx.2/u. 3.) 

Fiir das Aussere des Dreiecks A, konstruiere man diejenige 
Potentialfunktion, welche auf den Seiten J, den Wert w,'? und auf a 
den Wert null hat und im Unendlichen endlich bleibt. Da die ex- 
tremen Werte dieser Funktion nicht im Unendlichen, sondern auf 
dem Rande liegen, so ist der Betrag von uw, allenthalben kleiner als 
kG, und insbesondere ist der Wert von u,, d, h. der Wert, den u, 
auf 1, besitzt, klemer als kk'G, wobei k ebenfalls ein echter 
Bruch ist. 

Man konstruiere nun fiir das Dreieck A, die Funktion u,, welche 
auf J, den Wert u,“?, auf 4 den Wert null hat; so wird u,® < k?k'G. 
Bestimmt man weiter die Funktion w, fiir das Aussere des Dreiecks 
A,, so dass u,® = u,@ ist, so ist u,% < (kk')?G. 

Indem man diesen Prozess weiter fortsetzt, ergiebt sich fiir das 
Innere des Dreiecks A, die unbegrenzte Reihe von harmonischen 
Funktionen «,, Us, Us, --- Uan41,--. und fiir das Aussere des Dreiecks 
A, die unbegrenzte Reihe: w,, w%,, Ug,...Uen,--. Fiir das gemein- 
schaftliche Gebiet des urspriinglichen Vierecks ABCD sind sowohl 


Yan, WiC Ugn41 harmonische Funktionen. Zwischen denselben besteht 
@ ahaa 
i — 1a UW, n? 


Bildet man nun die Reihe 


lings den Linien /, die Relation u 


. aoe (d) eae) 
die Relation ee We 


U = (Uy — Uy) + (Us — Uy) + (Uy — Ug) +--+ + Uen—1— Won) $..., 


so definiert dieselbe eine harmonische Funktion fiir das Viereck. 


und lings den Linien 1, 


Denn die Reihe, gebildet aus den Randwerten der Funktion w;, 
ist eime gleichmiissig konvergente, weil der Betrag von we, kleiner ist 
als k(kk')"-1G, und der Betrag von won+1 kleiner ist als (kK’)"G. 
Die Werte, welche die Funktion « am Rande /, und am Rande /, 
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besitzt, werden demnach durch die Werte dargestellt, welche von den 
Randwerten der Funktionen wu; geliefert werden; d.h. es ist 


yO) == (U— Uz") + (u,) — u) + (ug) = Ug?) + Soi. = (jf lim Uap) = U,/ 
wi?) — (u, a Uy”) + (uz) — u,) + (u,®) —— Ug) + = 0. 


In derselben Weise kann man fiir das Viereck ABCD die Funktion 
konstruieren, welche auf den Seiten /, vorgeschriebene Werte U und 
auf /, den Wert null hat. Zu diesem Zweck muss man den Prozess 
mit der Bildung der harmonischen Funktion fiir das Aussere des 
Dreiecks A, beginnen, indem man dieser Funktion auf den Seiten J, 
eden Wert U, auf der Seite 2 den Wert null erteilt. Im Unendlichen 
soll sie endlich bleiben. 

Die beiden Funktionen zusammen ergeben dann die harmonische 
Funktion, welche auf den Seiten /, und /, des Vierecks die vor- 
geschriebenen Randwerte U hat, in welche sie stetig tibergeht, falls 
U durchaus stetig ist. 

Dass auch in den Eckpunkten, in welchen die Linien /, und 1, 
zusammenstossen, die harmonische Funktion stetig bleibt, vorausgesetzt, 
dass U daselbst stetig ist, folat aus dem Satz im § 34 iiber die Hin- 
deutigkeit der Potentialfunktion. Man braucht nur in der Umgebung 
der Ecke ein solches Stiick des Polygons zu betrachten, dass auf 
dasselbe die Sitze tiber geschlossene Polygone ohne einspringende 
Ecken anwendbar bleiben. 

Ein beliebiges Polygon mit » Ecken, unter welchen sich ein- 
springende befinden, lisst sich durch Hinzufiigung eines Dreiecks be- 
trachten als Differenz emes mn — 1 Eckes und eines Dreieckes. Hat 
dieses » — 1 Eck einspringende Winkel, so betrachte man dasselbe als 
Differenz zwischen einem m — 2 Eck und einem Dreieck. Auf diese 
Weise lisst sich jedes » — Hck schliesslich aus Dreiecken zusammen- 
setzen (oder aus Polygonen ohne einspringende Winkel) und sonach 
ist durch das vorstehende Verfahren dargethan, dass es fiir jedes Poly- 
gon eine und nur eine harmonische Funktion giebt, welche stetig in 
die vorgeschriebenen Randwerte U iibergeht, falls diese eine stetige 
Funktion auf der Peripherie bilden. 

Man kann den Satz auch gleich erweitern auf mehrfach zusammen- 
hingende Flichen, deren Rinder von lauter Polygonen gebildet werden. 
Denn denkt man sich, um den nichst einfachen Fall zu nennen, im 
Innern eines Polygones P, ein zweites Polygon P,, und betrachtet man 
die ringférmige Fliche, welche von den Polygonen P, und P, begrenzt 
ist, so kann man dieselbe zusammensetzen aus zwei Polygonen, indem 


man etwa von zwei Ecken von P, zwei gerade Querschnittslinien nach 
g* 
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zwei Ecken von P, zieht. Diese beiden Polygone findere man lings 
der Querschnittslinien, an denen sie zusammenstossen, so ab, dass sie 
daselbst in einander tibergreifen, also jedesmal ein Gebiet 7, gemein- 
sam haben, welches die Querschnittslinie enthilt. Fiir diese beiden 
Polygone wird dann der Kombinationssatz des vorigen Paragraphen 
anwendbar, und sonach wird die Hxistenz einer Potentialfunktion fir 
die zweifach zusammenhingende, von beliebigen Polygonen begrenzte 
Flache dargethan. Hine mfach zusammenhingende Fliche gleicher 
Art kann durch Kombination emer » —1fach zusammenhiingenden 
und eines Polygones gebildet werden. 


§ 39. 


Fiir ein beliebiges Polygon (einfach oder mehrfach zusammen- 
hingend) ist sonach auch die Existenz der Greenschen Funktion, 
welche zu irgend einem inneren Punkt O gehort, festgestellt (§ 23); 
d. h. wird im Innern des Polygones irgend ei Punkt O fixiert und 
werden die Entfernungen dieses Punktes von den Punkten des Randes 
mit @ bezeichnet, so giebt es eine harmonische Funktion — sie heisse g — 
welche am Rande die Werte (1) besitzt, und im Innern des Poly- 
gones tiberall regulir ist. Im § 23 ist nachgewiesen, dass fiir das 


Innere des Polygones g <1 ) ist. 


Im folgenden soll der Nachweis geliefert werden, dass fiir jed- 
wede ganz im Endlichen liegende, beliebig berandete Fliache die 
Greensche Funktion existiert. Die Untersuchung soll dabei fiir die 
einfach zusammenhingende Fliche gefiihrt werden, doch bleibt sie 
ohne weiteres fiir Flichen mit mehreren Randkurven giltig. 

Will man eine einfach zusammenhingende Fliche in allgemeinster 
Weise definieren, so hat man zunichst von dem Begriff eines zusammen- 
hingenden ebenen Kontinuums, welches ganz im Endlichen gelegen 
ist, auszugehen. In einem endlichen Teil der Ebene sei eine beliebige 
Menge von Punkten gegeben, mit der Higenschaft, dass sich um jeden 
derselben ein endlicher, ebener Bereich (etwa eine Kreisfliiche) angeben 
lasst, so dass die Punkte mit ihren Bereichen dem Systeme angehéren, 
und dass man von jedem Punkte P dieses Systems zu jedem anderen 
desselben vermittels einer stetigen Reihe von geraden Strecken ge- 
langen kann, deren Punkte ebenfalls mit ihren Bereichen dem Systeme 
angehéren. 

Dieses System bildet alsdann ein zusammenhingendes Kontinuum. 
Dasselbe besitzt, da es sich nicht ins Unendliche erstreckt, Grenz- 
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punkte, d.h. alle diejenigen Punkté, in deren unmittelbarer Umgebung 
sowohl Punkte legen, die dem System P? angehéren, als auch solche, 
die nicht mehr zu P gehoren. Diese Grenzpunkte P' bilden den Rand 
unserer Fliiche. Auf irgend einem Radiusvektor, der von irgend einem 
Punkt des Systems P gezogen wird, muss mindestens ein Grenzpunkt 
liegen; es kann aber auch eine endliche Anzahl, oder eine unendliche 
von Grenzpunkten vorhanden sein Im letzteren Falle kénnen die 
Grenzpunkte entweder stetige Strecken auf dem Radiusvektor bilden 
— alsdann fallt der Radiusvektor teilweise mit dem Rande zusammen — 
oder die Grenzpunkte bilden auf dem Radiusvektor eine unendliche 
Menge, die aber alsdann in keinem noch so kleinen Intervall iiberall 
dicht ist. 

Damit die Fliche eine einfach zusammenhingende sei, fordern 
wir, dass die Grenzpunkte eine eimzige stetige Reihe bilden, d. h. dass 
man von jedem Grenzpunkt /' zu jedem andern gelangen kann, in- 
dem man nur Punkte des Systems P’ durchliuft. Damit ferner die 
Flache nicht in mehrere anemander stossende, geschlossene Teile zer- 
fillt, sollen die Grenzpunkte /' sich derart in eine stetige Reihe 
ordnen lassen, dass man bei dem Durchlaufen dieser Reihe nicht frither 
za einem Ausgangspunkt 2 zuriickkehrt, als bis simtliche Punkte P’ 
durchlaufen sind. 

Tn analytischer Formulierung fordern wir also, dass die Koordinaten « 
und y der Grenzpunkte P' sich als eindeutige und stetige Funktionen 
eines Parameters darstellen lassen: x= (A), y= (4), so dass waihrend 
4 ein IJntervall von 4, bis 4, durchliuft, simtliche Grenzpunkte, und 
zwar jeder nur einmal, erhalten werden, und dass zu den Endwerten 
4, und 4, der niimliche Punkt gehort.: Die Funktionen gm und yw sind 
im tibrigen ganz willkiirlich, so dass das stetige System der Grenz- 
punkte, welches wir auch kurz die Randkurve nennen werden, keine 
Tangenten zu besitzen braucht, vielmehr unendlich viele Ecken, Spitzen 
und dergleichen erhalten kann. Ist die Randkurve rektifizierbar, so 
kann als Parameter 2 die Liinge s eingefiihrt werden. Dies tritt z. B. 
ein, wenn die Randkurve eine analytische Kurve ist, oder aus Stiicken 
von solechen Kurven besteht, d.h. von Kurven, deren Punktkoordinaten 
durch konvergente Potenzreihen definiert sind. 

Die auf diese Weise definierte, einfach zusammenhingende, ge- 
schlossene Fliche kann nun aber noch mit Einschnitten in beliebiger 
Anzahl versehen werden, die vom Rande in das Innere der Fliiche bis 
zu einem bestimmten Endpunkt eimtreten, mdem man von irgend einem 
Punkte des Randes aus eine Kurve in das Innere der Fliche zieht, 
die aber keinen andern Randpunkt treffen und sich nicht schliessen 
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darf. Diese Kurven sollen alsdann dem Rande der Fliche zugerechnet 
werden. Bei einem vollstiindigen Umlauf um die Fliiche miissen die- 
selben zweimal, nimlich hin und zuriick, durchlaufen werden. Die 
Gesamtheit silee Punkte des Randes (die ‘letztgenannten zweimal ge- 
zihlt) soll die Kurve C' heissen. 


Im IJnnern der Fliche werde nun ein Punkt O beliebig ange- 
nommen; es soll die HExistenz der Greenschen Funktion bewiesen 
werden, welche zum Punkt O gehéort. 


Man konstruiere innerhalb der Kurve C eine unendliche Reihe 
von Polygonen: P,, P,, P,, ..: Pa, ... mit folgenden Higenschaften 
Erstens: Jedes Polygon liegt ganz mnerhalb der Kurve C, d. h. sein 
Umfang hat keinen Punkt mit derselben gemein. Zweitens: Der 
Umfang jedes Polygones P,, liegt ganz ausserhalb des vorhergehenden 
P,-1. Drittens: Das Polygon P, soll sich bei wachsenden Werten 
von » der Kurve C unbegrenzt nihern. Dies wird der Fall sein, wenn 
jeder Punkt auf dem Polygon P, so liegt, dass die untere Grenze 
seiner Entfernungen von den Punkten deryKurve C unterhalb einer 
Grésse 0 sich befindet, die mit wachsenden Werten von » nach null 
konvergiert, Man kann diese Forderung etwa in der Weise erfiillen, 
dass man um jeden Randpunkt C einen Kreis mit dem Radius 0 be- 
schreibt und alsdann das Polygon P, so konstruiert, dass es innerhalb 
der von diesen Kreisen bedeckten Fiche sich befindet. Zu jedem 
Polygon lasst sich die Greensche Funktion, welche zum Punkt O 
gehért, konstruieren. Bezeichnet man die fiir P, geltende Funktion 
mit g,, so erhilt man eine unendliche Folge von Funktionen: 


Chel Obs ow Uap, onc 


Von diesen Funktionen soll bewiesen werden, dass sie nach einer 
ganz bestimmten harmonischen Funktion gy konvergieren, und dass 
diese Funktion g, welche durch die unendliche Summe 


9 =I, + Ge =H) + Gs — G2) +--+ Gn — Gn—1) +--+. 
darstellbar ist, fiir die von der Kurve C umschlossene Fliche F’ die- 
jenige Greensche Funktion ist, welche zum Punkt O gehért. 


Man vergleiche zuniichst zwei aufeimander folgende Funktionen, 
z. B.g, und g,,-deren Randwerte mit / (") und / (") bezeichnet seien. 
Weil die Greensche Funktion im Innern eines Polygons allenthalben 
kleiner ist als (7) , und weil das Polygon P, ganz im Innern des 


Polygons P, liegt, so sind die Werte, welche g, auf dem Polygon P, 
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besitzt, kleiner als alle . also kleiner als g,. Mithin ist iiberall im 
Innern von P, < 
92 <1) 


d. h. die Reihe der Funktionen g,, gy, gs, --. bildet eine Reihe von 
abnehmenden Gréssen; es ist 
G1 > G2 > Ig > +++ > Yn > Gn-1 > ->- 
Diese Ungleichungen gelten fiir jeden Punkt im Innern der Fiche 
F von einer bestimmten Stelle ab, weil jeder innere Punkt schliesslich 
innerhalb dimes Polygons und aller darauf folgenden zu liegen kommt. 
Da nun jede der Funktionen gy, in jedem Punkt innerhalb 7’ grésser 


bleibt als der Wert Aer wenn M das Maximum der Entfernung 


der Punkte des Randes C vom Punkte O bedeutet, so folgt, dass die 
Funktionen g, in jedem Punkt innerhalb F' nach einem bestimmten 
Grenzwert konvergieren, Beachtet man nun weiter, dass die Dit 
ferenzen 

Jn © G17 Js — Ya) -++1 Yn — Yn—1) - 
alle einerlei Zeichen haben, niimlich negativ sind, so folet nach dem 
Satz am Schluss des § 20, dass die Funktion 


I= +9 91) a0 (93 — 92) Hels asich (Yn — Jn—1) Pie 
eine im Innern von J’ harmonische Funktion ist. 


Es muss nun gezeigt werden, dass diese Funktion g bei An- 


‘ 1 
niherung an den Rand stetig im die Werte i(<) iibergeht. Zur Ver- 


einfachung der Diskussion fiihre ich an Stelle der Funktionen g, und 
g die Funktionen s, und s ein, welche durch die Gleichungen 

S,= 06%, S,—=0e%, ... Ss oe"... und s = oe 
definiert sind. Jede der Funktionen s, besitzt am Rande des zu- 
gehérigen Polygons P, den konstanten Wert 1 und im Punkte O den 
Wert null. Ferner sind die Funktionen 1 (s,) harmonische Funktionen 
nach Ausschluss des Punktes O, in welchem sie negativ unendlich 
werden. Da die Reihe der Funktionen g, eme abnehmende ist, so ist 
auch die Reihe der Funktionen s, eme abnehmende, dh. es ist fiir 
jeden Punkt innerhalb der Fliche 

hy ee ON peasy bey Sil Bevan pty 

Bezeichnet a einen bestimmten positiven Wert kleiner als 1, so bilden 
die Punkte, in denen s, den konstanten Wert « hat, eme einfach ge- 
schlossene Kurve, welche den Punkt O umgiebt. Sucht man also die 
Kurven auf, fiir welche 


. 
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8; =, SH, = a... 
ist, so folgt aus den obigen Ungleichungen, dass jede dieser Kurven 
ausserhalb der vorhergehenden liegt. Hs wird also auch der Ort aller 
der Punkte, in denen s = « ist, ausserhalb aller vorhergehenden Kurven 
sich befinden. *: 

Man muss zuvérderst nachweisen, dass solche Punkte iiberhaupt 
im Innern von J’ vorhanden sind. Zu dem Zwecke denke man sich 
ein Polygon Q konstruiert, dessen Fliche die Fliche #’ ganz ein- 
schliesst, dessen Umfang aber einen oder mehrere Punkte mit der 
Kurve C gemein hat. Konstruiert man fiir dieses Polygon @ die zum 
Punkt O gehérige Greensche Funktion y, so ist der Wert von y im 
Innern von f’ kleiner als jede der Funktionen y,, also auch nicht 
grésser als die Funktion g. Bezeichnet man mit 5 den Wert 6 = ee’, 
so ist in den Punkten von F's >o. Da nun die Kurve o = a@ jeden- 
falls in das Innere der Flaiche /’ eintreten muss, weil sie die Punkte 
ausschliesst, welche das Polygon @ mit dem Rande C gemein hat, 
und in denen 6 = 1 ist, so sind auch im Innern von F Punkte vor- 
handen, in denen s gleich oder grésser als a@ ist. 

Der Ort aller der Punkte, in denen s=a ist, kann nicht eine 
geschlossene Kurve sein, falls sie nicht den Punkt O einschliesst; 
denn sonst wire s allenthalben in F’ konstant, was zufolge der 
Gleichung /(s)=g +(e) unmdglich ist. Ebensowenig kénnen die 
Punkte, in denen s—a ist, im Innern von F gelegene, nicht ge- 
schlossene Kurven bilden, denn bei einer harmonischen Funktion ist 
dieses tiberhaupt unméglich. Sonach ist nur zu zeigen, dass der Ort 
der Punkte s =a beliebig nahe an den Rand C heranriickt, wenn « 
beliebig nahe an den Wert 1 riickt, dass aber die Punkte s=« den 
Rand C niemals erreichen, solange a kleiner als 1 ist. 

Konstruiert man das Polygon P, im Innern der Kurve C, welches 
derselben beliebig nahe gebracht wird, dadurch, dass man n beliebig 
gross annimmt, so hat auf demselben die Funktion s, den Wert 1 
und jede der folgenden Funktionen einen Wert, der kleiner ist als 1. 
Bestimmt man den gréssten Wert, welchen die Funktion s auf diesem 
' Polygon annimmt, und nennt man denselben a, so ist fiir alle Punkte 
im Innern dieses Polygons der Wert von s kleiner als a; alle Punkte, 
in denen s>a ist, liegen also zwischen dem Polygon P, und der 
Kurve (, d. h. sie kommen der letzteren beliebig nahe. 

Die Kurve s =a kann dabei den Rand niemals erreichen. Denn 
wird wie vorhin das Polygon Q konstruiert, welches mindestens einen 
Punkt mit der Kurve C gemein hat, im tibrigen ganz ausserhalb 
derselben liegt, so ist s jedenfalls nicht kleiner als 6. 
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Demnach liegt die Kurve s = « nicht ausserhalb der Kurve 6 = a. 
Die Kurve 6 =a kann nun zwar den Rand an mehreren Stellen 
durchschneiden, sie muss aber alle die Punkte des Randes, welche 
zugleich auf dem Polygon @ legen, in bestimmter, endlicher Ent- 
fernung ausschliessen. Denn in diesen Punkten ist 6 = 1. Mithin 
muss auch die Kurve 6 =a von diesen Randpunkten eine endliche 
Entfernung haben. Da nun jeder Punkt des Randes willkiirlich zu 
einem Eekpunkt von @ gemacht werden kann, so hat die Kurve s = @ 
von allen Randpunkten eine endliche Entfernung, solange « < 1 ist. 

Um zu jedem Randpunkte C den Bereich zu konstruieren, in 
welchem die Werte von s beliebig wenig von 1 abweichen, hat man 
also folgendermassen zu verfahren: Es sei « = 1 — 0, man konstruiere 
die Kurve s =a, so ist in allen Punkten der Flache F, welche ausser- 
halb dieser Kurve liegen, der Wert von s um weniger als 0 von 1 
unterschieden. 

Sonach ist die Existenz der Greenschen Funktion fiir eine 
geschlossene einfach zusammenhiingende beliebig berandete Flache 
gezeigt. Nach ganz demselben Verfahren wird sie auch bei einer 
mehrfach zusammenhiingenden Fliche erkannt.* 

Diese Funktion besitzt die Higenschaften, welche im § 23 be- 
wiesen wurden. 


§ 40. 


Mittelst der Greenschen Funktion lisst sich, wie im § 24 an- 
gegeben wurde, eine Potentialfunktion, welche im Innern eines 
Gebietes reguliir ist, lediglich durch die Werte ausdriicken, die sie 
am Rande dieses Gebietes besitzt, nimlich in der Form 


moe flan! 6 oz lim fUtas! o 
<0. on o'=0 


Wir haben aber daselbst die Zulissigkeit der vollzogenen Grenz- 
iiberginge noch nicht bewiesen und wollen nun direkt zeigen, dass 
durch den vorstehenden Ausdruck eine harmonische Funktion fiir das 
Innere einer beliebigen Fliiche definiert wird, welche am Rande der- 


* Kine ganz ihnliche Methode wie die, nach welcher hier die Existenz der Funk- 
tion g erkannt worden ist, findet sich, wie ich spiter bemerkte, bei Poincaré (Sur 
un theoréme de la Théorie générale des fonctions; Bullet. de la Société Mathém., 
1883), nur dass dort die Untersuchung dadurch leichter wird, dass die Rand- 
werte nicht weiter in Betracht kommen. Der Konvergenzbeweis kann auf Grund 
meines allgemeinen Satzes einfacher gefiihrt werden, als es dort geschehen ist. 
Das Prinzip der Erweiterung der Polygone geht von Herrn Schwarz aus, 
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selben den Wert U hat. Mit diesem Nachweis ist die Konstruierbar- 
keit einer Potentialfunktion aus ihren Randwerten fiir eine einfach 
zusammenhingende (und ebenso fiir eine mehrfach zusammenhingende) 
im Endlichen gelegene Fliche mit beliebig gestaltetem Rande er- 
wiesen. Die Randkurve selbst aber muss fiir diese Untersuchung, da 
es sich um eine Integration lings des Randes handelt, spezieller als 
im vorigen Paragraphen angenommen werden: sie muss ein integrier- 
bares Bogenelement do besitzen. Um weitere Schwierigkeiten zu 
vermeiden, nehmen wir tiberdies an, dass bis auf einzelne Ecken oder 
Spitzen tiberall eine bestimmte sich stetig andernde Tangente vor- 
handen ist, und dass die Funktion cosa, welche die Richtung der Tan- 
gente angiebt, keinen Wert unendlich oft annehmen soll, es sei denn, 
dass sie in einem ganzen Intervall konstant ist. 


Wihlt man die Liinge 6 des Bogens, gerechnet von einem festen 
Punkt, zum Parameter, so lassen sich bei solch einer Kurve die 
Koordinaten # und y als stetige Funktionen von 6 definieren, x = y (6); 
y=w(o). Da kee Doppelpunkte vorkommen sollen, so entsprechen 
verschiedenen Werten von 6 auch immer verschiedene Punkte. Nur 
zu dem Anfangswert 6 = 0 und dem Endwert ¢ = 6, gehort der nim- 
liche Punkt. Der Kosinus des Winkels, den die in der Richtung 
wachsender o konstruierte Tangente mit der positiven Abscissenachse 


de 


bildet, ist cosa = epee g'(o). Diese Funktion wird nicht unendlich 


und ist der Voraussetzung zufolge stetig bis auf einzelne Stellen, an 

denen sie eine plotzliche aber bestimmte Wertinderung erleidet. An 

einer Spitze besteht diese Wertinderung in einer Umkehrung des 

Vorzeichens. Auch kann diese Funktion nicht unendlich viele Os- 

cillationen besitzen, da sie keinen Wert unendlich oft annimmt. Die- 
dy 


selben Higenschaften bestehen auch fiir die Funktion: cos B = rae v' (6), 


durch welche der Winkel zwischen der namlichen Richtung der Tan- 
gente und der positiven Ordinatenachse gemessen wird, und iiberdies 
ist gp? + y?= 1. 

Solch eine geschlossene Kurve hat geometrisch foleende Higen- 
schaft: Hine jede Gerade, welche die Kurve schneidet, schneidet sie 
nur in einer endlichen (geraden) Anzahl von Punkten (es sei denn, 
dass sie eme ganze Strecke mit der Kurve gemein hat), denn wahlt 
man die Gerade zur Abscissenachse (was von einer Richtung gilt, 
gilt auch von allen iibrigen), so muss zwischen je zwei Schnittpunkten 
mindestens ein Punkt vorhanden sein, in welchem die Ordinate y, 
welche stetig von 0 zu 0 variiert, einen Maximalwert erlangt. Dieser 
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Punkt ist entweder eine Ecke resp. Spitze, oder ein Punkt, in welchem 
die Tangente parallel der schneidenden Linie ist. Da weder das eine 
noch das andere unendlich oft emtreten kann, so kann es auch nicht 
unendlich viele Schnittpunkte geben. 


Die Funktion U soll vorliufig eine durchaus eindeutige und stetige 
Funktion der Randpunkte, also des Parameters 6 sein. 


Der erste Teil des obigen Ausdruckes stellt nun eine harmonische 
Funktion dar, welche bei Anniherung an einen reguliren Randpunkt 
s nach dem. Wert 


1 1 1 1 


konvergiert, und bei Anniherung an eimen Eckpunkt mit der Winkel- 
offaung @ nach dem Wert 


peel 


Mithin ist zu zeigen, dass durch die Form 5— lim i U 78 ao! eine 
o'=0,/ 
harmonische Funktion definiert wird, die bei Anniherung an einen 


Randpunkt s stetig in den Wert — 2 U+ =P resp. in den Wert 


? 


0 1 : 
eee (gaa oF konvergiert. 


Das Integral, um welches es sich hierbei handelt, werde folgender- 
massen definiert. An Stelle der Randkurve C betrachte man eine 
andere geschlossene, innere Kurve C’', die in beliebiger Nihe des 
Randes verliuft, und deren Punkte im allgemeinen eindeutig auf die 
Punkte der Kurve C bezogen sind, derart, dass die entsprechenden 
Punkte beider Kurven zusammenfallen, wenn die Kurve C’ beliebig 
nahe an die Kurve C heranriickt. Auf dieser neuen Kurve C’ ver- 
teile man die Werte der stetigen Funktion U so, dass in einem 
Punkt der Kurve C’ der Wert von U der nimliche ist, wie in dem 
entsprechenden Punkt der Kurve C. 


Eine Kurve C’ dieser Art kann man z. B. in folgender Weise her- 
stellen: Man ziehe das System von Geraden, welches einer Richtung 
z. B. der Ordinatenachse parallel ist, und schneide jedesmal von dem 
Punkte aus, m welchem die Gerade den Rand trifft, eine konstante, 
beliebig kleine Strecke 0 auf der Geraden nach der Innenseite der 
Flache ab. Der Ort aller dieser Punkte liefert eine Kurve C’ der 
verlangten Art, und hat im allgemeinen die Gleichung 2’ = g (A), 
y=wy(a4) +06. Nur bei Anniherung an solche Gerade, welche die 
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Kurve tangieren (oder bei denen zwei Schnittpunkte in eine Hecke 
resp. Spitze zusammenriicken) muss man in der Umgebung des Be- 
rihrungspunktes etwas anders verfahren. Beriihrt die Gerade die Kurve 
von aussen, so giebt es in ihrer Nihe eine parallele Gerade, auf welcher 
die beiden, der Kurve C’ angehérigen Punkte zusammenriicken, :die- 
jenige nimlich, auf welcher die beiden Schnittpunkte mit C die Ent- 
fernung 20 voneinander haben. Mithin schliesst sich die Kurve C’ 
bereits in diesem Punkt, der zugleich ein Eckpunkt wird; derselbe 
soll dann auch allen weiteren Punkten C, welche in der Umgebung 
des Beriihrungspunktes liegen, entsprechen. Die Funktion U erleidet 
dann auf der Kurve C’ eine plétzliche Wertinderung, die aber beliebig 
klem ist, wenn C und C' zusammenriicken. Beriihrt die Gerade des 
Parallelsystems die Kurve auf der Innenseite, so entsprechen dem 
Beriihrungspunkt zwei verschiedene Punkte auf C'; um die Kurve C’ 
zwischen diesen Punkten zu schliessen, verbinde man dieselben mit 
einem beliebig kleinen Bogen, der ganz im Innern von C gelegen ist. 
Allen Punkten dieses Bogens entspricht nur ein Punkt auf der Kurve 
C, und der Wert von U ist auf diesem Bogen konstant. Die Kurve 
C' ist eie zu C parallele Kurve, weil da’ = dx, dy'=dy. Abgesehen 
von den beiden Arten von Ausnahmestellen sind entsprechende Bogen 
von C und C’ gleich lang, denn sie sind durch Parallelverschiebung 
aufeinander bezogen, und C' hat nur da Ecken resp. Spitzen, wo der 
entsprechende Punkt von C eine Ecke oder Spitze ist. Das Bogen- 
element der Kurve C' heisse do’. 


Man bilde die harmonische Funktion w',, welche in jedem Punkt O 
der Fliche durch das Integral 


1 Og 
' ee Days ts Gizs U 
Coe ih rd 


definiert ist. Dabei soll g die zum Punkt O gehorige Greensche 


og 
an! 
aber die Ableitung dieser Funktion, gebildet lings der Kurve C’ 
nach der imneren Normalen. LEbenso erstreckt sich die Integration 
nicht tiber die Randkurve C, sondern tiber die Kurve C’. Dass die 
Funktion w, eine harmonische Funktion ist fiir alle inneren Punkte 
der Fliche F, ist evident. Denn betrachtet man den Wert von g in 
einem Punkt der Kurve C’ als Funktion der Koordinaten & 4, des 
Punktes s’ und der Koordinaten x, y des Punktes O, so ist der Wert 
9 (& 4, 2 y) darstellbar als diejenige Greensche Funktion, welche zum 
Pol £4 gehort, also gleich yg (a, y,& 7). Stellt man diese letztere 


Funktion fiir die von der Kurve C umschlossene Fliiche F’ sein; 
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Funktion in der Umgebung des Punktes xy durch ihre Fouriersche 
Reihe dar, ndem man xy zum Anfangspunkt eines Polarkoordinaten- 
systems 7, p wihlt, so sind die Koeffizienten dieser Reihe bestimmte 
Integrale, die sich in der Umgebung des Punktes & 4 als Potenz- 
reihen der Koordinaten £ 7» darstellen lassen. Mithin sind auch alle 
a° oO" 

dE Ou dndx* 

in der Umgebung der Stellen x, y, & 4, und ae wird 


Ge siete at as, (2 
ox? on oy? ee Fa) do = 0 
Nun ist zu untersuchen, welche Grenzwerte U', diese Funktion 
in den Punkten des Randes C besitzt. Liasst man den Punkt O in 


einen Randpunkt — er heisse s — riicken, so geht die Greensche 
Funktion, sowie ihre Ableitung in den Punkten der inneren Kurve C' 


é (7) iiber, ‘wobei @ 


gemischten Ableitungen, wie u. s. w. reguliire Funktionen 


én! 
die Entfernung des Punktes s von den Punkten der Kurve C’ be- 
deutet (§ 23). Es ist also fiir die Punkte des Randes C 


: 1 f) *) 
! — ! = — 
lim y= Uy—= oo f U5 1( do’. 


Wenn die Parallelkurve C’ immer niaher an den Rand C kon- 
struiert wird, so findern sich die Werte der harmonischen Funktion w',, 
sowie ihre Randwerte U',. Ks soll der Grenzwert bestimmt werden, 
den U', bei diesem Prozesse erhiilt. 


gleichmissig stetig in den Wert i() und 


Zu dem Zwecke fixiere man auf der Randkurve C einen beliebig 
kleinen Bogen 6,, in dessen Innern der Randpunkt s liegt. Auf diesem 
Bogen 6, sollen die Werte der stetigen Funktion U um weniger als 
eine beliebig kleme Grésse ¢ voneinander differieren. Hrrichtet man 
in den Endpunkten dieses Bogens die Parallelen, so schneiden sie 
auf der Parallelkurve C' einen Bogen o', aus, dessen Punkte den 
Punkten von 6, entsprechen. Die iibrigen Teile von C und C’ seien 
mit 6, uud 6’, bezeichnet. Das Integral U', zerlegt sich in zwei Teile, 
von denen sich der eine auf o',, der andere auf o', bezieht; es ist 


1 ey zs) 
rh r 
oe iz Van tls) 4 are | Vag ) dot, 


Wenn nun die Kurve C' immer mehr an die Kurve C heranriickt, 
durch Verkleinerung ihres Abstandes 0, so gehen im zweiten Integral 
die Werte von o gleichmissig stetig in die Werte tiber, welche die 
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Entfernungen des Punktes s von den Punkten des Bogens 6, aus- 
driicken; also ist 


int fy 2a(2)ae— 2. fo2r(2) 1 
tim 5 f Ug tS) ae oy fh Uag do, qf Ute 


Dieser Ubergang ist auch ein gleichmissiger in Bezug auf alle 
Randpunkte s, d.h. hat man jeden Randpunkt s mit einem Bogen- 
stiick 6, umschlossen, so wird die Kurve o! so fixiert werden kénnen, 


dass sich bei allen Werten von s der Wert von - U (do,), nur 
h beliebig wenig von d Wee ee 
noch beliebig wenig von dem On oa 


scheidet. Denn die Funktion a) ist eine stetige Funktion 


) do', unter- 


ihrer Argumente. (Hs gilt dies auch fiir die besonders konstruierten 
Ausnahmepunkte; die beliebig kleinen Bogen, die man bei innerer 
Beriihrung eingefiihrt hat, kénnen so konstruiert werden, dass auf 
denselben die Integralwerte tiberhaupt beliebig klem werden.) 

Das andere Integral hat den Wert 


il 
on fe (do',)s. 


Bezeichnet man mit U, den Wert von U im Punkte s und beachtet, 
dass die Werte von U lings des Bogens 6, also auch o'; um weniger 
als ¢ voneinander differieren, so kann man dieses Integral gleich 


1 : 1 
on U, f (ao), oe (< é af as (do',),). 


Es ist aber af; (do',), gleich dem negativen Winkel, unter welchem 
das Bogenelement o', vom Punkte s aus erscheint. Dieser Winkel 
werde mit $' bezeichnet; also ist der vorstehende Wert gleich 


! 1 ry 
= eS U,+ (< € oa fabs (do',),) 


Lisst man die Kurve C’ an die Kurve C beliebig heranriicken, 
so geht 6’ in den Winkel tiber, welchen die vom Punkte s an die 
Endpunkte des Bogens 6, gezogenen Linien miteinander bilden, und 
zwar in denjenigen Scheitelwinkel, der dem Innern der Flache F' zu- 
gekehrt ist. Bezeichnet man diesen Winkel mit £, so ist 


cole Hes! 1 
lim U', = — ue hes (< ae af (ao',).) a aq f Ue). 


setzen: 
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Indem man nun den Bogen 6, beliebig klem werden liisst, geht 
6 in den Wert x iiber, wenn s ein reguliirer Randpunkt, und in den 
Wert a, wenn s ein Eckpunkt mit der Winkeléffmung e@ ist; ferner 
konvergiert ¢ nach null, und ef abs (do’,), bleibt endlich, weil unendlich 


viele Wendungen auf jedem Bogenstiick ausgeschlossen sind; endlich 
wird (§ 10): 

A a S| jes fe 

lim + f U(do,).— 5 Bf U (do), 


Og = 0 2 I 
Sonach erkennt man, dass 
1 i! ON. 1 
= 7 ! =< — ‘ =S— lO easy 
Ce hin 9 U.+ 3 P, resp. aq UtoP 


ist. Der Ubergang von U', in diesen Grenzwert U, ist fiir alle Rand- 
punkte s ein gleichmiissiger, d.h. zu jeder vorgeschriebenen beliebig 
kleinen Zahl y lisst sich eine Lage der Kurve C’ angeben, so dass 
die Werte der Funktion U',, welche von dieser Kurve geliefert werden, 
sich allenthalben auf C um weniger als 7 von U, unterscheiden. Denn 
es ist 


f 1 i if 6 1 
U=,=— o U,+ (< £5 ff 2s (ao',),) + pee l (5) do's, 


T= — 920. (<egy fabser).) +55 f U5, 1(Z) aa 


Man kann nun zuerst 6, so klein wahlen, dass ¢ beliebig klein 
wird, und folglich 


it bias 
& (S fers (do',)s+ og lim f{ abs (ao',)) me * 


wird; ferner kann man den Abstand 0 der Kurve C' von der Kurve C 
so klein wihlen, dass der Unterschied der Winkel 8’ und 6 dem Be- 


trage nach kleiner wird als “1. Denn es misst 6 den Winkel, unter 


3 
welchem die zum Bogen o, gehdrige Sehne von s aus erscheint, 


wihrend 6' der Winkel ist, welcher zu der um das Stiick 6 parallel 
verschobenen Sehne gehért, deren Endpunkte stets eine angebbare 
endliche Entfernung von s haben. Nennt man diese Entfernung a, 
so ist der Unterschied zwischen 6’ und # tiberall dem Bétrage nach 


kleiner als 2 arcsin “. Desgleichen ist in den letzten Integralen 


der obigen Ausdriicke g die Entfernung des Punktes s von einem 
Kurvenpunkt z,y, wihrend go’ die Entfernung desselben Punktes s 
von dem Punkte x, y+ 0 bedeutet, und weder @ noch 9! werden lings 
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6, und o', zu null. Dass auch die besonders konstruierten Stiicke 
der Kurve C' diese Vergleichungen nicht beeinflussen, ist ohne Schwierig- 
keit zu erkennen. Denn hat man fiir die Umgebung eines Randpunktes s, 
der zu einer singuliren Behandlung Anlass gab, den Bogen o, der 
ersten Forderung gemiss angenommen, so wird die zu diesem Bogen 
gehérige Sehne (resp. ihre Verlingerung), die wir parallel der Ver- 
schiebungsrichtung wihlen kénnen, von den Kurven C’ in zwei Punkten 
geschnitten, die mit Verkleimerung von 0 nach den Endpunkten 
der Sehne konvergieren. Daraus lisst sich wiederum einsehen, dass 
man den Wert 0 so klein fixieren kann, dass fiir alle Punkte s, die 
innerhalb o, liegen, der Winkel, unter welchem die zu 6, gehdérige 
Sehne erscheint, ‘beliebig wenig von dem Winkel £’ sich unter- 
scheidet, der zu der Sehne des Bogens o', gehért. Die gleichmissige 
Konvergenz von U', in U, besteht sonach, wie man hieraus er- 
sieht, unabhiingig von den Werten U, in der Umgebung aller Stellen, 
an denen U,, wie vorausgesetzt wurde, stetig ist. 

Hieraus folgt, dass die Funktion w, = lim i of U og do’ eine 

oo 2H on 

harmonische Funktion ist, die stetig in die Randwerte U, itibergeht. 
Denn wir kénnen dem im § 20 bewiesenen Satze allgemein die folgende 
Fassung geben: Ist fiir eine Flache eine unendliche Folge von 
harmonischen Funktionen wu, u®,... uw, ... gegeben, deren 
Randwerte U,™, U,,... U.,... stetige Funktionen sind, welche 
gleichmassig nach einer Funktion U, konvergieren, so kon- 
vergiert auch die Folge der harmonischen Funktionen wu” 
nach einer harmonischen Funktion w, welche gleichmiassig 
in die Randwerte U, tibergeht. 


Fiir die Fliche F ist sonach erstlich eine harmonische Funktion 1, 
konstruiert worden, mit den Randwerten 


a 


1 ] ( ) 1 
9 Ut sP, resp. (1 On U+ oF, 
sodann eine harmonische Funktion uv, mit den Randwerten 


1 1 a 1 
Tig Ut rs 2y resp. on Mot, 


Bae aay eee ota | Od ee, 
wma a, [0 ee i sute a9 


eine harmonische Funktion fiir das ganze Innere. von J’, welche 
stetig in die vorgeschriebenen Randwerte U iibergeht. Diese Funk- 


also ist 
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tion ist die einzig mégliche, welche zu diesen Randwerten ge- 
hort (§ 22).* 


§ Al. 


Bevor wir unsere Untersuchungen weiter ausdehnen auf solche 
Falle, wo U eine Unterbrechung der Stetigkeit erfihrt, ist ein all- 
gemeiner Satz iiber die Hindeutigkeit der Bestimmung einer Potential- 
funktion zu beweisen, der Satz niimlich, welcher im § 34 nur fiir die 
dort behandelte besondere Art von Randkurven erledigt ist. Es lasst 
sich aber auch die daselbst angewandte Methode des Beweises benutzen. 

Wenn eine harmonische Funktion wu zu berden Seiten emer Rand- 
stelle s stetig nach Werten U konvergiert, die selbst eine stetige Funk- 
tion auf dem Rande bilden und in s den Wert U, haben, wihrend das 
Verhalten von u beim Ubergang in die betreffende Randstelle fraglich ist, je- 
doch so, dass die Funktion daselbst jedenfalls endlich bleibt, so konver- 
giert dieselbe auch an dieser Stelle nach dem Werte U, und ist in der 
Umgebung der Stelle durchaus stetig. 

Die betreffende Randstelle soll zunichst keme Ecke oder Spitze 
sein, vielmehr soll die Kurve daselbst tiberall eine sich stetig indernde 
Tangente besitzen. Doch kann die Kurve auch konyex nach innen 
liegen, sowie Wendepunkte besitzen. Zu beiden Seiten der Stelle trage 
man ein beliebig kleies Bogenstiick ab; die Endpunkte dieser Stiicke 
verbinde man durch eine beliebige Kurve ohne Hcken und Spitzen, 
die im Innern der gegebenen Fliche verlaiuft. In dieser neugebildeten 
Flaiche besitzt die harmonische Funktion wu bestimmte stetige Werte, 
auch am Rande ist sie tiberall stetig, mit Ausnahme des Punktes s 
in dessen Umgebung das Verhalten unbekannt, jedoch ein endliches 
ist. Man kann nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen eine 
harmonische Funktion w’ konstruieren, welche iiberall stetig ist und 
die nimlichen Randwerte besitzt; an der Stelle s konvergiert diese 
Funktion stetig nach dem Werte U,. Hs ist zu zeigen, dass die Dif- 
ferenz u—w' gleich null ist. Also ist folgender, im Vergleich zum 
obigen einfacherer Satz zu beweisen. 

Wenn eine harmonische Funktion v auf dem Rande, der keine 
Eeken und Spitzen hat, allenthalben den Grenzwert null besitzt und 


* Die vorstehende Formel ist deshalb von besonderem Wert, weil die Be- 
trachtungen, mittels deren sie bewiesen ist, auch fiir die Potentialfunktionen im 
Raume in analoger Weise gelten. Bei der Formel im niichsten Paragraphen, welche 
sich auf analytische Begrenzungen bezieht, ist diese Ubertragung nicht méglich, 
solange nicht ein analoger Satz iiber die Fortsetzbarkeit einer Potentialfunktion 
zu beiden Seiten einer analytischen Fliche bewiesen ist, was eine bisher noch 
ungeléste Aufgabe ist. 


Harnack, Die Grundlagen ete. 9 
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mit Ausnahme eines Randpunktes, in dessen Umgebung die Funktion 
nicht niher bestimmt ist, als dass sie endlich, kleiner als eine be- 
stimmte Grésse K bleibt, so ist sie (wenn hebbare Unstetigkeiten 
ausgeschlossen sind) tiberall gleich null. 

Man umschliesse (wie im § 34) die Randstelle s mit einem’ be- 
liebig kleinen Bogenstiick « und bezeichne mit W die Randfunktion, 
welche im Bogenstiick « den Wert K hat, sonst allenthalben auf dem 
Rande null ist. Bildet man nun das Integral 


w= af Hr. 


so stellt dasselbe eine harmonische Funktion dar, mit den Randwerten 
W-+P, wobei P in jedem Randpunkt s den Wert hat 


Pas ae W (d0),—+ K | (ae). 


Die Grésse P braucht nun nicht mehr iiberall positiv zu sein, aber 
ihr Betrag wird beliebig klein, wenn man das Bogenstiick a beliebig 
verkleinert. Denn fiir einen Punkt s, der ausserhalb des Bogens « 
liegt, stellt | (de), (mit positivem oder negativem Vorzeichen) den 
Winkel dar, unter welchen das Stiick @ von s aus gesehen wird. Fiir 
einen Endpunkt von a misst dasselbe Integral den Winkel zwischen 
der Tangente des Punktes und der zum Bogen a gehorigen Sehne. 
Fir einen Punkt s im Innern von a@ ist der Wert gleich der Summe 
der Winkel zwischen der Tangente des Punktes und den an die End- 
punkte des Bogens fiihrenden Sehnen. Man sieht also ein, dass man, 
da die Tangenten auf dem Rande sich stetig aindern sollen, « so klein 
wihlen kann, dass fiir alle innerhalb « gelegenen Punkte der Wert des 
Integrals beliebig klein wird und dass man weiterhin « so verkleinern 
kann, dass dasselbe auch fiir alle ausserhalb gelegenen Punkte eintritt. 

Die Differenz w— v ist nun entweder allenthalben positiv, oder 
wenn sie negativ werden sollte, nicht kleiner als der negative Maximal- 
betrag von P. Denn in den Randpunkten ausserhalb a ist W— V = P, 
in den Punkten innerhalb a ist W—V—K-+ P, und inshesondere 
an dem fraglichen Punkt s ist W— V ebenfalls noch groésser als P, 
weil der Grenzwert von w gleich K ist, waihrend der Betrag von v 
kleiner als K bleibt. In einem Endpunkt von « ist diese Differenz 
6+ P, wobei 6 einen echten Bruch bezeichnet. Bezeichnet man 
den gréssten Betrag von P mit 0, so ist 

w—v>—o. 
Ebenso steht fest, dass 
—w—v<4+o0. 
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Liisst man @ nach null konvergieren, so werden 0 und w beliebig 
klein, also ist auch in allen Punkten v = 0. 

Wenn aber der fragliche Randpunkt eine Ecke bildet, mit einem 
Winkel 4x, wobei 0<4< 2, und die Tangenten in das Innere der 
Flaiche eintreten, so muss man diesen Fall auf den vorigen durch kon- 
forme Abbildung zuriickfiihren, indem man die beiden Tangenten im 
Eekpunkt in eine Gerade transformiert. Macht man die Hecke zum 
Anfangspunkt der Koordinaten z=a-+ iy und nimmt man an, da 
man es mit einer analytischen Transformation zu thun hat, dass die 
beiden sich daselbst schneidenden Kurven von analytischem Charakter 
sind (siehe den folgenden Paragraphen), so verwandelt die Substitution 


z= oder r(cosy + ising) = 0? (cos Ap + isindayp) 


den Kckpunkt in den Punkt 9 = 0, und die beiden Tangenten g =0 
und m = dm in die Achse y = 0 und y=z. Die analytischen Kurven 
transformieren sich in Kurven, welche die beiden Hialften dieser Achse 
beriihren, die harmonische Funktion u (#,y) geht iiber in eine har- 
monische Funktion w (&, 1), welche nur im Nullpunkt einen singuliren 
Punkt hat. Da diese Funktion zu beiden Seiten der Nullstelle stetig 
bleibt, so ist sie auch nach dem vorigen Satz in der Umgebung der 
Nullstelle stetig und folglich gilt dasselbe fiir die urspriingliche Funk- 
tion u (a, y) in der Umgebung der Hcke. 


Auch der Fall von Spitzen (A = 0 oder 4 = 2) lisst sich durch 
eine analoge Transformation erledigen. Jedoch ist folgende Betrach- 
tung einfacher. 

Fiir den Fall 4 =0 betrachte man einen beliebigen Ausschnitt 
der gegebenen Fiche, der diese Spitze und keine einspringenden Kcken 
enthilt. Man umschliesse dieses Gebiet mit einer neuen Kurve, z. B. 
mit einem Kreis, der im iibrigen ganz beliebig verliuft und nur durch 
die Spitze hindurchgeht. Wenn man auf diesem Kreise die harmo- 


nische Funktion w= 2 i fa. konstruiert, wobei « einen beliebig 


kleinen Teil der Peripherie bedeutet, welcher die Spitze umgiebt, so 
ist w allenthalben grésser als v, und — w allenthalben kleimer als v; 
da aber w nach null konvergiert, wenn « beliebig klein wird, so ist 
auch v gleich null. 

Wenn 4 = 2 ist, hat man zu unterscheiden, ob die beiden Kurven- 
zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen oder nicht. Im 
ersteren Falle verwandelt die Substitution z= ¢ die Umgebung der 
Spitze konform in die Umgebung eines Winkels von der Griésse 7; 
den anderen Fall kann man durch eine andere Art konformer Trans- 

Q* 
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formation auf den vorigen zuriickfiihren. Legt man nimlich durch 
die Spitze eine analytische Kurve, welche zwischen den beiden Kurven- 
zweigen verliuft, so kann man, wie im nachsten Paragraphen be- 
sprochen wird, eine Transformation angeben, durch welche die analy- 
tische Kurve in eine Gerade iibergefiihrt wird. Die beiden Kurvenzweige 
bilden dann eine Spitze zu beiden Seiten dieser Geraden. 

Im vorstehenden ist allgemein der Satz, soviel ich weiss zum 
ersten Mal, bewiesen: 

Eine harmonische Funktion ist vollstindig bestimmt, wenn thre 
Randwerte gegeben sind, auch dann, wenn in einzelnen Punkten des 
Randes das Verhalten der Funktion unbestimmt gelassen, jedoch ge- 
fordert wird, dass sie endlich bledbt. 


Sind inbesondere die Randwerte stetig auch zu beiden Seiten 
der Randpunkte, so muss auch die harmonische Funktion durchaus 
stetig sein. 

Die Randkurve selbst ist beliebig; nur soll sie bis auf einzelne 
Punkte eine sich stetig findernde Tangente haben. In der Umgebung 
dieser siuguliiren Punkte haben wir der Einfachheit halber voraus- 
gesetzt, dass die Kurvenstiicke analytisch sind. 


§ 42. 


Die Untersuchungen des § 40 lassen sich ausdehnen, indem 
man annimmt, dass die Funktion U an einzelnen Punkten des Randes 
eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, indem sie daselbst entweder 
unbestimmt, jedoch endlich wird oder eine bestimmte sprungweise 
Wertiinderung erfihrt. Die Beweise werden indessen umstiindlich, 
zumal wenn jene Punkte zugleich Eckpunkte auf dem Rande sind; 
ich ziehe es daher vor nunmehr die Fille zu betrachten, wo die Be- 
grenzung von einer analytischen Kurve oder von Stiicken solcher 
Kurven gebildet wird, wobei auch Ecken und Spitzen zugelassen 
werden und fiir diese die Aufgabe vollstindig zu erledigen. 

Hine Kurve heisst eine analytische, wenn die Koordinaten x und 
y ihrer Punkte durch Reihen definierbar sind, welche nach ganzen 
positiven Potenzen einer Variabelen ¢ fortschreiten, und zwar soll bei 
unseren Betrachtungen ein Kurvenpunkt ein regulirer heissen, wenn 
sich fiir die Koordinaten in der Umgebung derselben Potenzreihen an- 
geben lassen, bei denen die Ableitungen - und eS nicht beide zu- 


gleich verschwinden. In diesem Falle lisst sich dann auch y durch eine 
Potenzreihe nach x, oder w durch eime Potenzreihe nach y ausdriicken. 
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Wenn eine harmonische Funktion lings eines analy- 
tischen Kurvenstiickes, das keine singuliren Punkte enthilt, 
selbst eine analytische Funktion des Parameters ¢ ist, d.h. 
durch eine nach ganzen positiven Potenzen von ¢ fortschrei- 
tende Reihe definiert ist, so lisst sie sich immer zu beiden 
Seiten der Kurve fortsetzen oder anders ausgedriickt, das 
analytische Kurvenstiick bildet dann nicht die natiirliche 
Begrenzung der Funktion. Denn setzt man 


k=@ 
z=9(t), y=¥(b) also etiy=o()+ivQ=> at 
(i 


und erteilt man der Variabelen ¢ komplexe Werte ¢,+%4, so wird 
durch die Gleichung 


k=o 
a=a“+y =>) (t, + tt) = p(t, t) +iv(4, 4), 


k=0 
solange die Potenzreihe konvergiert, ein Gebiet von Punkten x, y de- 
finiert, welches die urspriingliche Kurve, fiir die 4,0 ist, m seinem 
TInnern enthilt. 
Zu jedem Wert von ¢, + 7¢, gehért ein bestimmter Punkt und um- 
gekehrt entspricht auch jedem Punkt nur ein Wert des Parameters, 
wenn das Gebiet von ¢, und ¢, so eingeschrinkt wird, dass innerhalb 


desselben 2 nicht verschwindet. Deutet man ¢, und ¢, als die recht- 


winkligen Koordinaten eines Punktes, so wird durch die obigen 
Gleichungen ein Gebiet der Ebene x,y konform auf einen Kreis der 
Ebene ¢,, 4, abgebildet und zwar so, dass der urspriinglich gegebenen 
Kurve die Gerade ¢, = 0, dem Punkte 4,0, # = 0 der Mittelpunkt 
des Kreises entspricht. Jede im Innern des Kreises eindeutige har- 
monische Funktion ist zugleich eine eindeutige harmonische Funktion 
fiir das entsprechende Gebiet der wy-Ebene. Die Higenschaft der 
konformen Abbildung spricht sich in den Gleichungen aus: 


Mass ay) (2 : oy) PP CL Pa ay 
ett CWA San airs ey eer a 


und die Kigenschaft der harmonischen Funktion folgt hieraus, weil 


au eu ee ee Heese eal 

at2 7 342 \aa2 T ay?) L\oe,) 7 Vee 
ist. Da nun, wie im § 3 gezeigt wurde, jede harmonische Funktion 
iiber den Durchmesser emes Halbkreises fortsetzbar ist, sobald sie auf 


diesem Durchmesser eine analytische Funktion der Koordinate 
ist, so ist sie auch zu beiden Seiten der urspriinglichen Kurve definiert. 
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Man kann dieses Resultat auch ohne konforme Abbildung auf den 
Kreis beweisen vermittels eines allgemeinen Satzes aus der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen (Fr. v. Kowalewsky, Journ. f. 
Mathem. Bd. 80). Dieser Satz sagt aus, dass man zu jedem analy- 
tischen Kurvenstiick einen Bereich ausfindig machen kann, welcher 
dieses Kurvenstiick umschliesst und fiir welches eine harmonische 
Funktion existiert, die auf dem Kurvenstiick vorgeschriebene analy- 


tische Werte w und oe besitzt. Es folgt hieraus, dass man zu jedem 


analytischen Kurvenstiick ohne singulire Punkte ein Gebiet angeben 
kann, welches dieses Kurvenstiick in seinem Innern enthilt und fiir 
welches eine Potentialfunktion v existiert, die auf der Kurve den kon- 
stanten Wert v =0 hat. Diese Potentialfunktion ist erst bestimmt, 
wenn man die Werte vorschreibt, welche die Ableitungen derselben 


0 : : 
nach der Normalen der Kurve, also ne besitzen sollen; dieselben 


miissen nur gleichfalls analytisch definiert sein. Die Kurven v= «a 
bilden demnach ein System von Niveaulinien und v=0 ist die ur- 
spriingliche Kurve. Bestimmt man die rechtwinkligen Trajektorien 
w= zi diesem System aus den Gleichungen 

dv ow ov ow 


= ? 


on dy dy Ou 


so ist w= 6 ebenfalls eine harmonische Funktion. Fiihrt man an 
Stelle der Koordinaten 2, y die Koordinaten a, 6 ein, was eindeutig 


ov Fiche 


méglich ist innerhalb eines Gebietes, in welchem aq Ue By nicht 


beide gleichzeitig verschwinden, so wird die partielle Differential- 
gleichung fiir jede harmonische Funktion 
au du 
pa ee 
Hieraus folgt, dass der Satz, welcher vorhin fiir die Fortsetzung 
iiber eine Gerade hinaus benutzt wurde, fiir jedes analytische Kurven- 
stiick ohne singulire Punkte giltig ist. 
Hin analoger Satz besteht auch fiir die Potentiale von einfachen 
Belegungen oder von Doppelbelegungen, den ich, da er fiir das Fol- 
gende nicht weiter benutzt wird, nur kurz anfiihre.* 


0. 


* Der Beweis ist ausgefiihrt im Raum von W. Stahl: ,,Zur Theorie der 
Potentialflichen“' (Journ. f. Math., B. 79, pag. 268). Vergl. auch Bruns: ,,Uber 
einen Satz aus der Potentialtheorie“ (Journ. f. Math., B.81), woselbst der im § 8 
bewiesene Satz fiir den Raum behandelt ist. 
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Das Potential w = = 4) 0 Tdo ist analytisch fortsetzbar tiber den 


mit Masse belegten Rand an allen den Stellen, in deren Umgebung 0 
eine analytische Funktion von o ist, und die Randkurve selbst eine 
analytische Kurve ohne singulire Punkte. Denn es ist hier in den 
Punkten des Randes 


Konstruiert man nun fiir die fussere Umgebung eines Kurven- 
stiickes die harmonische Funktion v, deren Randwert V = 0 ist, und 
av 


deren Ableitung aN > 0, so ist w +0 die analytische Fortsetzung 


des Potentiales aus dem inneren Gebiet in das fussere, weil diese 
Funktion auf der Kurve den Wert U hat und ihre Ableitung nach 


der ausseren Normalen gleich — ae ist. 


Ebenso ist das Potential w= es 0 do unter den gleichen 


Bedingungen analytisch fortsetzbar, aus dem Innern der Kurve 
in das Aussere und umgekehrt, weil nach den Siitzen im § 14 das 
Potential der Doppelbelegung in das einer einfachen Belegung ver- 
wandelt werden kann: 


1 Gua 1 a0 
tm ae f 855 =~ ae f oH Te 


und diese Belegung as nach dem vorigen Satze regular analytisch ist. 


Hieraus folgt auch, dass die zugeordnete Funktion 


1 
P= Dal rn) (do), 
in der Umgebung der Stelle s stets eine analytische Funktion von 6 
ist, wenn 0 und die Randkurve daselbst analytisch sind und keine 
Singularitiiten besitzen. 


§ 43. 


Wird also der Rand einer Fliche von einer analytischen Kurve 
ohne singuliire Punkte gebildet, so sind auch die Ableitungen der 
Greenschen Funktion nach der Normalen in den Punkten des 
Randes reguliir, und man kann daher direkt das Integral lings der 
Randkurve bilden. Also ist 
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ee ee 1 Meet [ye 
he 77a bee ag Bee pe foes eu an 5, )ae 


diejenige harmonische Funktion, welche stetig nach dem Randwert U 
konvergiert, falls U selbst, wie vorausgesetzt wurde, iiberall auf dem 
Rande stetig ist. 

Will man dieses Resultat direkt beweisen, ohne auf die vorigen 
Grenzbetrachtungen einzugehen, so tritt eme Schwierigkeit ein, auf 
die ich aufmerksam machen mochte. 

Man lasse den Pol der Greenschen Funktion in einen Rand- 
punkt s riicken, indem man diesen mit emem beliebig kleinen Rand- 
stiick 6, umgiebt, in welchem die Schwankungen der stetigen Funktion 
kleiner sind als 0; die tibrigen Randelemente seien do,. Hs wird nun 


: le & ze) (ee 46) [ i e ie ] 
wma f on on oO be aay an an cies Elo on an do.) 
und weil 
OD OB 9 (228) 
mee: do, = 22 afl oe do, 
ist, so ist 


1 or ) 
eal 0S = °2 Om eG 55 ) do, +(< a) 


Riickt nun der Pol der Greenschen Funktion in den Randpunkt 
s, so geht wie friiher (§ 23) bewiesen, die Greensche Funktion g in 
die Funktion 7 tiber. Dieser Ubergang ist ein gleichmissiger auch 
fiir alle Ableitungen der Funktion in allen inneren Punkten der 
Fliche. Die Kurve o, bildet aber den Rand der Fliche und so kann 
nicht ohne weiteres geschlossen werden, dass die obigen beiden Inte- 
grale nach null konvergieren. Da nun aber bereits bewiesen ist, dass 
der Grenzwert von wu gleich U wird, so lisst sich hieraus der Satz 
schliessen: Riickt der Pol der Greenschen Funktion in einen 
Randpunkt s, so wird auch auf jedem Bogenstiick des Randes, 
welches nicht in unmittelbarer Umgebung von s liegt, 


- Lier a6) 
BEE Ge d6=0. 


Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun auch weiter schliessen: 
Ist U nur eine endliche und integrierbare Funktion, so stellt 
1 (a 4) 
on) “Non aed) °° 
eine harmonische Funktion dar, welche in der Umgebung aller Stellen, 
wo U stetig ist, stetig nach dem Randwert U konvergiert. 
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Sind aber auf der Randkurve singulire Punkte vorhanden, oder 
besteht dieselbe aus mehreren verschiedenen analytischen Kurven- 
stiicken, die auch in Ecken anemander stossen koénnen, so ist die 


Ableitung ae in diesen Punkten nicht mehr regulir, sie kann auch 


unendlich werden, wie das Beispiel des Sektors im § 3 lehrt. Indessen 
behilt doch das Integral 


— 28) 6 
on on 


einen bestimmten Wert, und ist gefiihrt um die ganze Begrenzung 
gleich 2x. Um dieses einzusehen, denke man sich eine im Innern 
der Fliche verlaufende Niveaulinie, auf welcher also die Funktion 
T —g einen konstanten Wert a>0 hat. Bestimmt man nun in jedem 
reguliren Punkt des Randes die orthogonale Trajektorie, so schneidet 
jede derselben die innere Niveaulinie in einem Punkt. Denn ein und 
dieselbe Trajektorie kann weder eine innere Niveaulinie noch auch den 
Rand in zwei verschiedenen Punkten treffen, weil sonst das Integral 


or ss) 
eS ee 


gefiihrt iiber das betreffende Stiick der Niveaulinie den Wert null 
hitte, da es auf der Trajektorie null ist. Auf diese Weise sind also 
Stiicke der inneren Niveaulinie eindeutig bezogen auf Stiicke des 
fiusseren Randes, und das yorstehende Integral hat gefiihrt lings des 
Stiickes auf der einen Kurve den niimlichen Wert wie auf dem ent- 
sprechenden Stiick der anderen. Daraus folgt, indem man sich einem 
singuléren Punkt auf dem Rand beliebig niihert, dass das Integral 
auch auf dem Rand einen endlichen Wert behilt. Es fragt sich nur, 
ob der totale Wert des Integrales gleich 22 oder kleiner als 2a wird. 
Letzteres wiirde der Fall sein, wenn einem singuliren Punkt des 
Randes nicht nur ein Punkt auf der Niveaulinie, sondern ein ganzes 
Bogenstiick entspriiche. Diese Méglichkeit, aus welcher folgen wiirde, 
dass die zu g gehorige konjugierte Funktion nicht mehr auf dem 
Rande stetig ist, wird durch den Satz ausgeschlossen, welcher im 
§ 17 fiir den Kreis und alle Flichen, deren Teile sich auf einen Kreis 
abbilden lassen, bewiesen ist. 

Fiir beliebige analytische Begrenzungen aber, bei welchen die 
Méglichkeit der konformen Abbildung erst nachgewiesen werden soll, 
ergiebt sich ein genauer, wenn auch indirekter Beweis auf folgendem 
Wege: Alle singuliren Punkte auf dem Rande denke man sich durch 
beliebig kleine Bogenstiicke eingeschlossen, deren Elemente da heissen 
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mogen. Es wird nun eine durchaus stetige Randfunktion U an- 
genommen, welche in diesen Bogenstiicken den Wert null, ausserhalb 
derselben beliebige Werte hat. Die zugehérige harmonische Funktion 
ist nun nach den Untersuchungen des vorigen Paragraphen definierbar 
durch die Gleichung : 


1 oT 1 1 0g 
tm og [Unt 5q lim gg { Uh ae 


und wird nun auch gleich gesetzt werden kénnen: 
1 i (ee Ea) 
i rei on on ae, 


weil alle die Stellen, an denen irregular wird, bei diesem Inte- 


grale nicht in Betracht kommen, denn es hat U in der Umgebung 
derselben den Wert null. Sucht man wiederum den Randwert dieser 
Funktion direkt zu bestimmen, so wird wie vorhin 


13a f UG a) deta Uf Gem Ge) dnt 


Lasst man den Pol der Greenschen Funktion nach s konvergieren, 
so muss, weil der Grenzwert von U nur von der Beschaffenheit der 
Funktion U in unmittelbarer Umgebung des Wertes an der Stelle s 


abhingig ist: 
tims fU(F Sian 0) 40, = 0, 


lim : ap ( -- re) do, beliebig wenig von 1 


21 On on 


und 


verschieden sein. Daraus folgt: Hat man die singuliren Stellen des 
Randes durch beliebig kleine Bogen ausgeschlossen, so konvergiert 
auch jetzt noch das Integral 


oT ao) 
{ue eens ge 


fiir jeden Teil des Randes, der nicht in unmittelbarer Umgebung von 
s hegt, nach null, wenn der Pol der Greenschen Funktion in den 
Punkt s riickt. Es fragt sich nur, was aus den Integralen 


"(22 28) a, 
i on On , 


die sich auf die Umgebung der singuliren Stellen beziehen, bei diesem 
Prozesse wird. Da ihr Wert immer positiv ist, so miissen sie ent- 
weder den Grenzwert null annehmen, oder nach einem bestimmten 
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oder unbestimmten positiven Wert konvergieren. Bezeichnen wir die 
Elemente do, nach Weglassung der Elemente da mit dB, so ist 


Oaks ae) (ee os) ODO 
{Msn on a8 ein on On a Ce fe) 8 52 

Da das erste Integral nach null konvergiert, und das dritte be- 
liebig wenig von 22 unterschieden ist, so ist auch der Betrag von 


ous oo) 
i Eee 


beliebig klein; es konvergiert folglich ebenfalls nach null, wenn der 
Pol auf die Begrenzung s riickt. 

Sonach ist allgemein der Satz bewiesen: Riickt der Pol der 
Greenschen Funktion in einen Randpunkt s, so konvergiert 
auf jedem Teil des aus analytischen Kurven zusammen- 
gesetzten Randes, welcher nicht in unmittelbarer Umgebung 
von s liegt, das Integral 


on on 
nach null. 


Bildet man nun das Integral 


Pe of (PE La , 
Sea an an 


auf der Randkurve, so definiert es jedenfalls eine harmonische Funk- 


tion, wiewohl die Ableitung o in den singuliren Punkten singular 


ist. Denn schliesst man zunichst diese Punkte durch beliebig kleine 
Bogenstiicke aus, und nennt man die Elemente der Randkurve nach 
Ausschluss derselben do’, so ist 


aes (ee 
Cra an an ae 


eine harmonische Funktion. Lisst man o' in o tibergehen, indem 


man die ausschliessenden Bogenstiicke immer mehr verkleinert, so 
konvergiert w fiir jeden Punkt im Innern und zwar bestiindig wachsend 
nach dem Wert wu. Folglich ist w eme harmonische Funktion (§ 20, 
Schluss). Bestimmt man die Randwerte von wu, so findet man nach 
den obigen Sitzen fiir jeden Punkt des Randes mit Ausnahme der 
singuliren den Wert 1. Mithin hat w (§ 41) iiberall den Wert 1; und 


es ist 
oT eG 0G 
Qu mil an — an ) do, also pee do=0. 
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Die letzte Formel lisst erkennen, dass die Funktion, welche zur 
Greenschen konjugiert ist, auch bis in alle Punkte des Randes 
eindeutig und stetig bleibt. Zugleich ist der Satz bewiesen: Riickt 
der Pol der Greenschen Funktion in einen Randpunkt s,.so 
wird der Grenzwert des Integrales 


ies _ a) da 
- on on 


gleich 2x, wenn a einen beliebig kleinen Bogen bezeichnet, 
der den Punkt s enthalt. 
Auf Grund dieses Sates erkennt man: Die Funktion 


1 OL OG. 
Sea heron ay) a 


ist diejenige harmonische Funktion, welche in allen Punkten des 
Randes nach dem vorgeschriebenen Werte U konvergiert. 

Ist die Funktion U an einzelnen Stellen unstetig, indem sie da- 
selbst unbestimmt, jedoch endlich bleibt, oder eine sprungweise Wert- 
finderung erleidet, so stellt auch jetzt noch das obige Integral eime 
harmonische Funktion dar, die in der Umgebung aller der Stellen, 
an denen U stetig ist, den Randwert U hat. 

Nach dem Satze im § 41 ist dies zugleich die einzige tiberall 
endliche Funktion, welche zu diesen Randwerten gehort. 

Das Resultat aller dieser Untersuchungen liisst sich also in dem 
Satz zusammenfassen: 


Die Greensche Formel 
1 ( see 
= — — do 
< 20 | Bi on on 

stellt fiir eme beliebige, wm Endlichen gelegene EF liche, welche von 
analytischen Kurvenstiicken begrenzt ist (auch ftir eine mehrfach zu- 
sammenhingende) die tiberall endliche harmonische Funktion dar, welche 
allem zu den endlichen Randwerten U gehort, wenn diese auch in 

einzelnen Punkten unstetig oder vollig unbestimmt werden. 
Dieser Satz lisst sich auch ausdehnen auf Flichen, deren Rand 
nicht mehr yon analytischem Charakter ist. Nur muss man dann 


Bedingungen aufsuchen, unter denen die Ableitung “a wenigstens 


bis auf einzelne Punkte des Randes stetig bleibt. Solch eine Be- 
dingung scheint z. B. die Stetigkeit des ersten und zweiten Differential- 
quotienten der Randkurve (bis auf emzelne Punkte, Ecken u. s. w.) 
zu sein. 
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Flichen, die sich ins Unendliche erstrecken, kénnen durch kon- 
forme Abbildung mittels reciproker Radien ims Endliche gebracht 
werden, so dass auch fiir sie, wenn sie von analytischen Kurvenstiicken 
begrenzt sind, die Konstruktion der harmonischen Funktion aus stetigen 
oder unstetigen Randwerten erwiesen ist (siehe noch § 47). 


8 Ad, 


In Bezug auf das Verhalten der harmonischen Funktion in solchen 
Fallen, wo U unstetig, auch unbestimmt wird, erkennt man aus der 
Greenschen Formel, dass der Wert von w stets innerhalb der extremen 
Werte von U liegt, welche zu der unmittelbaren Umgebung der be- 
treffenden Stelle gehéren. Fiir die genauere Bestimmung ist dagegen 
dieselbe Formel weniger geeignet. Hat U zu beiden Seiten einer 
Stelle, die nicht zugleich eine Spitze ist, zwei verschiedene Grenz- 
werte U' und U", so lisst sich eine spezielle Funktion konstruieren, 
welche an der Stelle zu beiden Seiten die Werte U' und U" auf dem 
Rande hat. Ist der betreffende Punkt eime Hcke mit der Winkel- 
éffinung @, wobei 0 <a < 2z, so wiihle man denselben zum Anfangs- 
punkt eines Polarkoordinatensystems (7, py), dessen Achse »y =O mit 
der einen Tangente zusammenfillt, und bilde die harmonische Funk- 


tion U" + - (U" — U') (pg — a), dieselbe hat fiir » = 0 den Wert U’', 


fiir g =a den Wert U". Nach Subtraktion dieser Funktion von w 
erhilt man eine Funktion w, deren Randwerte auf der Kurve stetig 
sind, mithin ist w tiberhaupt in der Umgebung der betreffenden Stelle 
stetig, und konvergiert nach null. Daraus folgt, dass der Grenzwert 
von uw auf jedem Strahl, welcher den Winkel y mit der Tangente gp =0 
pildet, gleich ist (1—%) o' 4 (1—*—*) oO", wie schon im § 34 
fiir eine speziellere Beschaffenheit des Randes gefunden wurde. Das- 
selbe Verfahren ist auch anwendbar fiir « = 27, falls die Kurvenzweige 
zu verschiedenen Seiten der Tangente liegen. 

Ist jedoch « = 0, so mache man die Spitze zum Anfangspunkt 
eines Koordinatensystemes (r,g); lassen sich dann die Zweige der 
Kurve durch Reihen mit wachsenden Potenzen darstellen, deren An- 
fangsglieder von der Form sind r=ag*+..., r=bg?+..., wobei 
« und £ positive Zahlen sind, so kann man durch Subtraktion einer 
harmonischen Funktion von der Form v = oe sinug nach ge- 
eigneter Bestimmung von C und uw eine Funktion herstellen, welche 
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in der Umgebung der Spitze stetig ist* Nur wenn «= 6 und a=) 
ist, wenn also die Beriikrung der beiden Zweige mitemander héher 
ist als ihre Beriihrung mit der Tangente, versagt diese Regel, denn 
die Funktion v bekommt auf beiden Zweigen denselben Wert. Man 
muss dann diesen Fall auf den vorigen dadurch zuriickfiihren, dass 
man eine analytische Linie durch die Spitze legt, welche mit beiden 
Kurvenzweigen mindestens die gleiche Beriihrung hat, wie diese unter- 
einander und alsdann durch konforme Abbildung diese Linie in eine 
Gerade verwandeln. Desgleichen kann man den Fall, dass « = 22 
ist und die beiden Kurven auf der nimlichen Seite der Tangente 
liegen, durch konforme Abbildungen in den friiher betrachteten zuriick- 
fithren. 


8 45. 


Die Existenz der harmonischen Funktion lasst sich nun auch fiir 
den Fall nachweisen, dass in der beliebig zusammenhingenden Fliche 
irgend welche Unstetigkeiten vorgeschrieben sind. Die einfachste Auf- 
gabe dieser Art, wenn die Funktion in einem Punkte logarithmisch 


unendlich werden und dabei am Rande vorgeschriebene Werte besitzen 


soll, ist durch die Greensche Funktion erledigt. Denn es ist g —1 (4) 


eine Funktion, welche am Rande null, m emem Punkte logarithmisch 
unendlich wird. Konstruiert man also die iiberall endliche und ein- 
deutige harmonische Funktion u, welche am Rande die vorgeschriebenen 


Werte hat, so ist v=u+g— ee die gesuchte Funktion. Ebenso 


ist zu verfahren, wenn die Funktion in mehreren verschiedenen Punkten 
logarithmisch unendlich werden soll. 

Ist ferner die Unstetigkeit in emem Punkt eine algebraische, also 
gleich 


* (a cos + b, sin) +5 (a cos2 + by sin 28) + Bae te cos n+ b, sinn®), 


so hat man die Werte, welche diese Funktion am Rande besitzt, von 
den gegebenen in Abzug zu bringen und alsdann die eindeutige har- 
monische Funktion zu konstruieren, welche zu diesen neuen Rand- 
werten gehért. Addiert man zu derselben die gegebene Funktion, so 
ist die gesuchte bestimmt. 

Dieses Verfahren ist iiberhaupt anwendbar, wenn die Unstetig- 
keiten im irgend welchen Bereichen der Fliche durch eindeutige, har- 


* Schwarz, Monatsberichte der Akademie zu Berlin. Oktober 1870. 8.777. 


———— 
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monische Funktionen f,, f,, ... vorgeschrieben sind, welche die Kigen- 
schaft haben, dass sie sich eindeutig bis iiber den Rand der Fliche 
hinaus fortsetzen lassen. 

Aber auch in dem allgemeineren Falle, dass dieses mit den Funk- 
tionen f,, f,-.. nicht méglich sein sollte, liisst sich diese Aufgabe 
lésen, auf Grund eines allgemeinen Satzes, den man in folgender Form 
aussprechen kann: 

Ist in wrgend einem Gebiete A eine Funktion f gegeben, welche bis 
auf beliebige Unstetigkeitsstellen, die innerhalb des Gebietes liegen und 
teils Punkte, teils Linien sein kinnen, eindeutig und harmonisch ist und 
fiir welche auf einer die Unstetigkeitsstellen wmschliessenden Kurve das 


Integral 
of 
2x salir Ne < 


ist, So liisst sich immer eime bestiemmte Funktion mp angeben, welche ab- 
gesehen von jenen innerhalb A liegenden Unstetigkertsstellen in der ganzen 
Ebene, auch im Unendlichen, eindeutig und harmonisch ist und fiir welche 
auch die Differenz » — f im Gebiete A dieselben Eigenschaften hat. 

Spezielle Fille dieses Satzes sind von den Herren Schwarz* und 
Neumann** bewiesen worden; aber die im wesentlichen identischen 
Beweise sind so allgemein, dass sie sich direkt iibertragen lassen. 
Der Vollstiindigkeit halber will ich den Beweis hier kurz angeben und 
zwar in der von Herrn Schwarz gegebenen Form. 

Zuniichst nehme man an, dass das Gebiet A von einem Kreise a 
umschlossen werden kann; so kann man innerhalb desselben noch 
einen Kreis 6 angeben, der ebenfalls noch alle Unstetigkeitsstellen 
einschliesst. Da die obige Integralbedingung erfiillt sein soll, so ist 
auch auf jedem Kreise zwischen a und # (§ 2, Gleichung 3) 


272 


1 
qf Fa = const. 


0 
Wir machen diese Konstante gleich null, indem wir von f diesen 
Wert subtrahieren. 

Fiir die Aussenfliche des Kreises B lasst sich nun eine tiberall 
endliche, harmonische Funktion wu, konstruieren, welche auf 6 die 
Werte hat, welche die Funktion f daselbst besitzt. Die extremen 
Werte derselben legen auf 6, und der grésste Betrag derselben ist 


* a.a. O. 8. 792—794. 
** Vorlesungen itiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale (2. Aufl.), 
8. 455—461. 
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also iiberall kleimer als der grésste Betrag #®, den f® auf dem Kreise 
6 besitzt. (Im Unendlichen hat diese Funktion den Wert null, § 27 
Satz 4.) Die Werte, welche diese Funktion auf dem Kreise « liefert, 
seien mit wu,‘ bezeichnet; es ist 


4 
[iy de = 0. 
0 
Fiir das ganze Innere des Kreises « bestimme man die harmo- 
nische Funktion w,, welche am Rande a den Wert u,%—/™ hat. Hs 
ist auf diesem Kreise 


2a 22 
fu d% =O folglich auch af u,Oas = 0, 
0 


d. h. w, hat im Mittelpunkt des Kreises den Wert null und also auf 
dem Kreise 6 Werte, deren Betrag und deren Schwankung kleiner ist 
als kD, wenn man mit D die grésste Schwankung unter den Werten 
u,*— f bezeichnet (§ 19, Schlusssatz). 

Fiir die Aussenfliche des Kreises 8 bestimme man nun die itiberall 
endliche harmonische Funktion «,, welche auf B die Werte w,) + f® 
hat. Hs ist 


27 ; 27 
fus® dt =0 = fus® dt 
0 0 


Der Betrag der Funktion w,— w, ist auf dem Kreise 6 gleich wu,‘ und 
folglich iiberall Kleiner als 4D und die Schwankung derselben ist 
ebenfalls kleiner als kD. 

Bestimmt man dann weiter fiir das Innere des Kreises a die Funk- 
tion u,, so dass wu, = u — f, so ist 


22 27 
fu de = [us do = 0, 
0 0 


und der Betrag der Funktion u,— u,, sowie die Schwankung derselben 
ist auf dem Rande @ kleiner als kD, also auf dem Rande 6 kleiner 
als k? D. 

Fiahrt man so fort, so wird wu, eine Funktion fiir das Aussere des 
Kreises 6 von der Higenschaft, dass der Betrag von (u,—u,) kleiner 
als k?.D, und dass auch die Schwankung dieser Funktion kleiner als 
k?D ist. Ebenso wird (w,— u,) eme Funktion, deren Betrag und 
Schwankung allenthalben kleiner ist als k?D, wahrend fiir (w, — u,) 
Betrag und Schwankung allenthalben kleiner wird als k*D. 

Bei Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man fiir das Aussere 
des Kreises 6 die unbegrenzt fortsetzbare Reihe von harmonischen 
Funktionen 
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Uy, Usy Up, --+ Ugnti, +24) 
fiir welche (w,—%4)< kD, (u,—U,) =D, ...(lanz1 — Uen—1) 
<ik’D und ebenso fiir das Innere des Kreises « die harmonischen 


Funktionen 


Mine Wig Ups ese 009 
ab PAS Ding ad 3p | ny 
fiir welche 


(U4 — Uy) KD, (te—%) < PD, -..., (an — Uan—2) < k"—' D. 
Mithin definieren die Reihen 
Uy + (Us — Uy) + (Us — Ug) +... (Wanti — Uan—1) +... 


Uy + (Uy — My) + (Ug — Uy) +... (Won — Uan—2) +.-- 
harmonische Funktionen w’ = lim w2,4;, und w= lim ue,, und weil 


(@) _ £(@) (6) = (8) .- £(8) 
Segre, Cease ii ? Uy iid ote £ ©, 


und 


so ist die Funktion w’+ f in dem Gebiete zwischen « und 6, welches 
den Funktionen w’ und w’ gemeinsam ist, mit w' identisch. Hs bildet 
also w+ f die analytische Fortsetzung der Funktion u', und sonach 
ist diese Funktion mit ihrer Fortsetzung die gesuchte; d. h. sie ist 
tiberall eindeutig und harmonisch, mit Ausnahme des Innern von , 
wo die Differenz w' — f =u" eindeutig und harmonisch ist. 

Ist das Gebiet der Funktion f nicht von einem Kreise umschlossen, 
sondern von einer beliebigen analytischen Kurve, so muss man das- 
selbe auf einen Kreis konform abbilden (s. Kapitel 5). 

Zweien konzentrischen Kreisen « und 6, die gleichfalls noch alle 
Unstetigkeitspunkte umschliessen sollen, mégen dann die analytischen 
Kurven L, und L, entsprechen; L, liege innerhalb L,. Da 


ie 
[qn 


sein sollte, so ist auch nach eimem Satz aus der Theorie der kon- 
formen Abbildung (§ 46) 


afm 
Bs ar rda Oy 


[fodas = {fd = const, 


also wird wiederum 


und diese Konstante kann so gewiihlt werden, dass sie den Wert null 
hat. Fiir die Aussenfliche der Kurve Z, und die Innenfliche der 
Kurve Z, konnen nun in derselben Weise wie vorhin die Funktionen 
Uzn4+1 und wz, konstruiert werden. Dabei bleiben auch die friiheren 
Ungleichungen und Integralrelationen erhalten. Denn die extremen 
Werte von w#2,41 liegen immer auf L,, die von w2, auf L,. Da ferner 


Harnack, Die Grundlagen etc. 10 
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u,, =U) f° and ul hie ue? + f®, so erkennt man, indem man 
jedesmal die Funktion w2,41 auf dem ringférmigen Gebiet zwischen a 
und 6 und die Funktion w:, innerhalb des Kreises a betrachtet, dass 
successive folgt 


0 = fuy® dt =| u,dd = [us dd = [ude = fu det = fus on we 


Denn weil auf jeder Kurve zwischen L, und L, 


Maa ona 
on 


ist, so ist auch auf jedem Kreise zwischen 6 und « (§ 46) 


OUan 
hee rdo == 0, 


und hieraus folet (§ 2, Gleichung 3), dass 


(a) Shy, (P) 
foigce = feet 


Mithin gelten auch die Relationen: 
Uan+i— Uan—1< Ak" D, Uan— Uon—a< hk"! D. 


Damit ist der oben aufgestellte Satz allgemein bewiesen. Aus 
demselben folgt: Hat man die Funktion » konstruiert und die Werte 
® ermittelt, welche dieselbe an dem Rande der gegebenen. Fliche 
besitzt, und bestimmt man alsdann die harmonische Funktion v, welche 
za den Randwerten U—@® gehort, so stellt v-+q die gesuchte 
Funktion dar, welche die Randwerte U und die durch f vorgeschrie- 
benen Unstetigkeiten besitzt. 
phy ag 
. on 
sein soll, lisst sich beseitigen. Denn hat dieses Integral emen von 
null verschiedenen Wert a’, auf einer Kurve, welche man im Gebiete 
A so konstruiert, dass sie alle Unstetigkeitsstellen einschliesst, so 
wird die Hanictign fy=f+al(r) die verlangte Higenschaft amino 
y bedeutet die Entfernung von irgend einem beliebig angenommenen 
Punkt im Innern der Kurve. Man kann demnach Gh Funktion 9, 
konstruieren, welche zu fy gehért und alsdann mittels der Greenschen 
Funktion den Ausdruck v + 9,— a’) [(g+/(7)] bilden, welcher die 
vorgeschriebenen Randwerte U hat und innerhalb des Gebietes A 
ebenso unstetig wird wie f,— a’, 1 (r) = 


Auch die Kinschrankung, die darin liegt, dass do=0 
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Betrachtet man gleichzeitig die Funktion w und die ihr konjugierte 


Ou Ou ) 
v= f (Gp u— Fae), 


so ist dieselbe eine eindeutige Funktion mnerhalb einer einfach zu- 
sammenhiingenden Fiche, dagegen im allgemeinen vieldeutig und 
zwar mit m— 1 Perioden behaftet fiir eme nfach zusammenhiingende 
Fliche. Sind nun innerhalb der Fliche gewisse Gebiete A,, A,,... A, 
gegeben, fiir die irgend welche Funktionen U,+iV,, U,+iV,,... 
U,+iV;, der komplexen Variabelen x + iy definiert sind, welche be- 
liebige Unstetigkeiten haben kénnen, jedoch so beschaffen sein miissen, 
dass ihre reellen Bestandteile eindeutige Funktionen sind, so folet 
aus den vorigen Betrachtungen: Es lisst sich immer eine Funk- 
tion «+iv der komplexen Variabelen «+ 7y angeben, deren 
reeller Bestandteil am Rande der Fliche vorgeschriebene 
Werte hat, welche sich innerhalb der Gebiete A; ebenso 
verhalten wie die willkiirlich gegebene Funktion U,+ iV, 
(d. h. die Differenz zwischen w+72v und 1,+7V; ist daselbst 
eindeutig, stetig und harmonisch) und deren Perioden simt- 
lich rein imaginir sind. Sind die Funktionen V; ebenfalls eindeutig, 
so besitzt v im allgemeimen » — 1 reelle Perioden, andernfalls treten 
noch die Perioden der Funktionen V;, hinzu. Die Funktion wu + iv ist, 
abgesehen von diesen Periodenwerten, bis auf eine rein imaginire 
Konstante bestimmt. 

Dieser Satz bildet die Grundlage fiir die Theorie der konformen 
Abbildung mehrfach zusammenhingender Flichen.* 


* Schottky: Uber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhiingender 
ebener Flichen. Journ. f. Math. Bd. 83. 


10* 


Fiinftes Kapitel. 


Bemerkungen zur Theorie der konformen Abbildung 
und der Transformation durch reciproke Radien. 


8 46. 


Mittels der Greenschen Funktion wird die Abbildung jeder ein- 
fach zusammenhingenden, im Endlichen gelegenen, ebenen Fliche auf 
einen Kreis mit dem Radius 1 ausfiihrbar. Denn bezeichnet O emen 
beliebigen Punkt im Innern der Fliche, und bildet man die Funktion 


Mt Se — 9 , so gehdrt zu derselben eine konjugierte Funktion v. 
Q 


Dieselbe ist eindeutig innerhalb der Fliche Ff’, welche aus £ gebildet 
wird, indem man vom Punkte O bis zum Rande emen beliebigen 
Schnitt zieht. Die Funktion v ist bis auf eme Konstante bestimmt 
und hat im Innern von F” folgende Higenschaften: Bei einem voll- 
stiindigen Umlauf um den Punkt O andert sich v um den Wert + 22; 
durchliiuft man im positiven Sinne eine Niveaulinie der Funktion w, 


so ist v daselbst eine durchaus abnehmende Funktion iS == se 


folglich nimmt w-+7v in den Punkten der Fliche jeden Wert nur 
einmal an. 

Das Verhalten von v am Rande der Fliche ist von der Beschaffen- 
heit der Randkurve abhingig. Wird dieselbe von Stiicken analytischer 
Kurven gebildet, welche nur einzelne singuliire Punkte enthalten, so 
ist » auch in allen Punkten des Randes endlich und stetig, 
und iindert sich bei einem vollstindigen Umlauf um den 
Rand ebenfalls um den Wert 2m (§ 43). Sonach ist 


& = in pes. e— U+ie) per? 


eine Funktion, welche im Innern der Fliche jeden komplexen Wert 
einmal annimmt, dessen Modul kleiner ist als eins, und am Rande 
der Fliche jeden Wert, dessen Modul gleich 1 ist. Es ist demnach 
die Fliche auf den Kreis mit den Koordinaten £, 7 und dem Radius 1 
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eindeutig abgebildet, und zwar konform, solange die Ableitungen 
3 = regulir und nicht gleichzeitig null sind. Die singuliren 


Punkte des Randes bilden sonach die einzigen Ausnahmen. 
Jedem Punkt, auch auf dem Rande der Fliche, entspricht ein 
Punkt der Kreisperipherie und umgekehrt. Letzteres folgt aber nur 


daraus, dass das Integral 
che do 
on 


auch am Rande der Flaiche den Wert 2a hat. Weder in den Aus- 
sagen von Riemann noch von Hrn. Schwarz wird diese Higenschaft 
bewiesen. 

Da die Funktion » nur bis auf eme additive Konstante bestimmt 
ist, so kann emem bestimmten Punkte des Randes noch irgend ein 
Punkt der Kreisperipherie zugeordnet werden. 


Ist die Randkurve iiberhaupt nicht analytisch, so ist durch die 
Existenz der Funktionen wu und v zwar erwiesen, dass jedem Punkt 
im Innern von / ein Punkt im Innern des Kreises konform entspricht, 
dagegen lisst sich nicht ohne weiteres behaupten, dass auch jedem 
Punkte des Randes von J’ em Punkt der Kreisperipherie eindeutig und 
mit konformer Umgebung zugeordnet ist.* 


Durch Vermittelung eines Kreises kénnen also zwei beliebige, 
einfach zusammenhiingende (von analytischen Kurvenstiicken begrenzte) 
ebene Fliichen konform aufemander abgebildet werden, so dass die 
Punkte der Rinder sich eindeutig entsprechen. Dabei lassen sich 
zwei innere Punkte und zwei Punkte des Randes einander willkiirlich 
zuordnen. 

Sind zwei Gebiete (x, y) und (&, 7) aufeinander konform abgebildet, 
und ist wu (a, y) eine harmonische Funktion, so ist die Funktion wu! (&, 7), 
welche aus dieser durch Transformation hervorgeht, ebenfalls har- 
monisch. Zwischen den beiden Funktionen bestehen die Relationen: 


6u dw oe dw on du dw GE | dw’ dy 
dx Of Oa ' On Oa’ By BE dy ' On dy’ 


also 


* Dasselbe ist auch hinsichtlich der Siitze iiber die konforme Abbildung 
mehrfach zusammenhiingender ebener Flichen zu bemerken. Die Siitze, von 
denen man dort auszugehen hat (siehe Schottky a. a, O.), basieren ebenfalls auf 
bestimmten Annahmen tiber die Ableitungen nach der Normalen und gelten ohne 
weiteres hur, wenn die Randkurven aus Stiicken analytischer Kurven mit einzelnen 
singuliren Punkten bestehen, 
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oy - Care Ou 
dul ou 
Wy a 
oder 
Ou Bes 
ano anh to? 


wenn do ein beliebiges Bogenelement, die Richtung der Normalen 
desselben, und do’ und nv! die entsprechenden Elemente in der andern 
Flache bezeichnen. 

Um die Fliche F auf eine Halbebene (y7 > 0) abzubilden, muss 
eine Funktion konstruiert werden, welche am Rande von Ff’ nur reell 
ist, in einem Punkt des Randes unendlich wird und jeden komplexen 
Wert mit positivem imaginirem Bestandteil nur eimmal annimmt. 
Eine Funktion dieser Art ist 
1 + e—@+#) i ak Saale, 


Sete epee Gar @iv) “1 — oes— iv 


Dem Punkte o = 0 entspricht hierbei der Punkt 7 = 7; dem Rand- 
punkt v =0 der Unendlichkeitspunkt. 

Alle Funktionen, welche am Rande der Fiche reelle Werte und 
im Innern derselben den Charakter rationaler Funktionen haben, sind 
rationale Funktionen von § +7 mit reellen Koeffizienten. 

Jede reelle harmonische Funktion, welche am Rande der Flache 
vorgeschriebene Werte U erhilt, kann nun auch dadurch gewonnen 
werden, dass man die entsprechende Funktion konstruiert, welche am 
Rande der Halbebene die Werte U besitzt. Ist O' ein beliebiger 


Punkt im Innern von F, und / (i) — go die zugehérige Funktion, so 
ist der Wert von w im Punkte O' gleich 


Man konstruiere fiir die Halbebene & 7 diejenige Funktion, welche 


aus | i) — go durch Transformation gewonnen wird. Sind &), y,) die 


Koordinaten des Punktes, welcher dem Punkt O' entspricht, so lasst 
sich in der Halbebene zunichst die Funktion leicht ermitteln, welche 
im Punkt §, 4%) und nur in diesem null wird, am Rande Werte mit 
dem Modul 1 hat, und in der oberen Halbebene nicht unendlich wird. 
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Diese Funktion ist bestimmt bis auf einen konstanten Faktor mit dem 
Modul 1, und abgesehen von diesem Faktor von der Form 

§—%& 

oy 
wenn ¢, den konjugierten Punkt zu € bedeutet.* Also wird 

-) f— 5 4 
( — 9p’ re es z, ? 

und folglich ist lings des Randes der Fliche 


rlQ)- nee gate 


also: dé 
eft OEs -£) + ne 


Sonach ist* zur lca jedweder Potentialfunktion in einem 
einfach zusammenhiingenden Gebiet nur die Bestimmung einer einzigen 
Funktion g erforderlich. 


8 AT. 


Flichen, welche sich ins Unendliche erstrecken, werden durch 
Transformation mittels reciproker Radien in endliche verwandelt, in- 
dem man den Pol der Transformation ausserhalb der gegebenen Fliche 
annimmt. Wird z. B. die Fliche /’ von der Aussenfliiche einer Kurve C 
gebildet, welche den Nullpunkt umschliesst (die Fliiche kann iiberdies 
noch Habbig geschlossene Randkurven besitzen), so verwandelt die 
Transformation 

cen See a oder “= é 2 Yo di 
a + iy ef saan 
dieselbe in eine im Endlichen gelegene Fliche F/. Hat man fiir die 
Fliche /’ das Potential y der natiirlichen Belegung konstruiert, wel- 
ches auf allen Randkurven den konstanten Wert J’ hat und im Un- 


endlichen sich verhilt wie / ES § 27), so erhalt man in der Bildfliche 
Q ey 


F" durch Transformation diejenige Funktion, welche am Rande den 
konstanten Wert J’ hat und im Nullpunkt negativ logarithmisch 
unendlich wird. Bezeichnet man also die Greensche funktion, welche 
zum Nullpunkt gehért, mit g', die Entfernungen von dem nimlichen 


Punkt mit 9’, so ist 1 
ry——[}G)-9]+7 


* Christoffel: Sul problema delle temperature stazionarie e la rappre- 
sentazione di una data superficie. Annali di Mat. 8. I. T. I. 
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Ist fiir die Fliche F' eime iiberall endliche Potentialfunktion mit 
den Randwerten U gegeben, so ist der Wert, welchen dieselbe im 
Unendlichen besitzt, gleich 


1 2 GE 
oat ee 


und dies ist gleich dem Werte, welchen w im Nullpunkte hat, denn 
es ist 


1 
at (3) 
Re o! aG! ae eee or 
a a rae peer amr hac 5 


Hat man in der Flache #' die Funktion 7, — gq konstruiert (§ 28), 
welche am Rande den konstanten Wert —C, hat, und im Unendlichen 
negativ logarithmisch unendlich wird, so geht dieselbe bei reciproker 
Transformation iiber in eine Funktion, welche am Rande den kon- 
stanten Wert — CO, hat, und in zwei Punkten, niémlich im Nullpunkt 
und dem Punkt a’, welcher a entspricht, beztiglich negativ und positiv 
logarithmisch unendlich wird. Also ist 


Li, gE ada on tig 19) = Cn 


Mithin ist 


Ht ede “ia (ce — 
a= tr = 5 JU Fee dG 


1 OT". = ae : (Ze we ' 
2a u( on’ an! eit og f U an’ an! ag 
diejenige Potentialfunktion, welche im Punkt 0; also auch im Un- 
endlichen den Wert null hat, und am Rande den Wert 

1 ie Ty 0Gy 


it or 
SS pee 8 oa = — ears 
o Qn on! a) do Deslgs: UaN ae 


besitzt, wie im § 28 behauptet wurde. 
Die einzelnen Integrale, aus denen sich die harmonische Funktion 


zusammensetzt: 
1 Sau il aU 
Soe on ee Lge 


verwandeln sich bei dieser Transformation in folgender Weise. 

Bezeichnet man mit a, b die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
im Innern von Ff, mit x,y die eines Randpunktes, ist ferner 0 der 
Pol der Transformation, und wird die Entfernung je zweier Punkte 
kurz mit (ax), (Oz) u.s. w. ausgedriickt, so ist* 


U 


* Neumann, Untersuchungen tiber das Logarithmische und Newtonsche 
Potential, S. 366. 
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Gay eb 

Vx) a) V0) Oa) 
wobei die rechte Seite die Koordinaten a, 6, &, der transformierten 
Punkte enthiilt. Bezeichnet man die Logarithmen der reciproken 
Entfernungen mit 7,, u. s.w., so ist 


il Ht 1 1 
i g Loe 9 fou eS oe Ta aa 
Mithin ist 
Poze a let Mars dso! — oe: yy oto: ao ’, 

und da 

A ae PE © 1 ela ren 

Ce mnie S und Ded ee 
so folgt: 


0U 1 aU - 
Pig B89 5 f Gq Dood = f 55 7 Lag de ae Todo’. 


Ist das Gebiet wy im Endlichen geschlossen, und der Pol 0 ein 
Punkt ausserhalb desselben, so ist auch die Bildfliche €y im End- 
lichen geschlossen, und es wird 


a OL on _ oU ) ae ( OT ou :) Pe, 
f@ on ar rae ao Us But Los do = 0. 


Liegt aber der Punkt 0 innerhalb des geschlossenen Gebietes (wy), 
so enthalt das Gebiet (7) den Unendlichkeitspunkt, und es wird 


DL f(u2_ n,.) 1 f(y2Bs_ U9.) ag 
el U an cS Bia. — Tx d6 =U, ey al Dal LOE do =- Ug: 


Aus der Gleichung 7),-+ To:= 0 folet noch, dass man die obigen 
Relationen auch in der einfacheren Form a eg kann: 


ts Clee ote) da — P 
fal on on uy * do 

aU *eU 
Thee (Taz — Tox) do es i 


§ 48. 


Um eine einfach zusammenhingende Fliche, welche den unendlich 
fernen Punkt enthilt, und also von dem iiusseren Gebiet einer ge- 
schlossenen Kurve o gebildet wird, direkt auf einen Kreis abzubilden, 
hat man zu einem beliebigen Punkt a im Innern dieser Fiche die- 
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jenige Funktion, sie heisse g,, zu bilden, welche im Unendlichen un- 


endlich wird wie i() und deren Werte am Rande o sich nur um 
eine Konstante von dem Werte (=) unterscheiden, wobei @ die 


Entfernungen der Randpunkte vom Punkte a bedeuten. Der Wert 
dieser Konstanten ist (§ 27): 


1 UN Ge 
om, fC) ay C6 +P =~ ve tT; 


ya ist der Wert, welchen das Potential der natiirlichen Belegung im 
Punkte a besitzt. 

Bildet man nun die Funktion uw = 7,—g., so wird dieselbe nur 
im Punkte a logarithmisch unendlich, hat am Rande o den konstanten 
Wert y,—I' und ist im Unendlichen null. Fithrt man eimen Schnitt 
vom Punkte a bis zu eimem Randpunkt, so ist auch die konjugierte 
Funktion v in dieser Flaiche eindeutig und stetig. Demnach wird 

& = in eo e— (u+iv) — oe%—* 
eine Funktion, welche am Rande Werte besitzt, deren Modul gleich 
e?—y« ist, und im Innern der Fliche jeden Wert einmal annimmt, 
dessen Modul kleiner ist als dieser Wert. Sonach ist die Fliche auf 
den Kreis mit dem Radius e!—” abgebildet; dem Punkte a entspricht 
der Mittelpunkt des Kreises, dem unendlich fernen Punkt, em Punkt 
der in der Entfernung 1 von der Mitte sich befindet. 

Soll der unendlich ferne Punkt dem Mittelpunkt des Kreises ent- 
sprechen, so hat man nur von dem Potential y der natiirlichen Belegung 
und der dazu konjugierten Funktion w auszugehen. Die Gleichung 

E+ in = et +i) 


vermittelt die Abbildung auf einen Kreis mit dem Radius e?. 


§ 49, 


Fiir geradlinig begrenzte Polygone (deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden), lisst sich die Aufgabe, die Aussenfliiche des Polygons kon- 
form auf eime Halbebene oder einen Kreis abzubilden, direkt lésen, 
indem man die Methode, welche von Herrn Christoffel ftir die ge- 
schlossene Polygonfliche angewandt wurde, etwas erweitert.* In der 
z-Hbene sei ein beliebiges Polygon gegeben mit den Eckpunkten 
@,, %... 4 und den zugehérigen dusseren Winkeln A, 7, Aya, ... And. 


* Derselbe hat auch dieses Problem in einem Nachtrag zu seiner Arbeit in 
tuhnlicher Weise behandelt: ,,Sopra un problema proposte da Dirichlet‘. Annali 
di) Masa ALVi. 
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Die Grossen 4 sind Werte zwischen 0 und 2, und es ist 2A =n + 2 
Da die Méglichkeit der konformen Abbildung auf die Halbebene § 
erwiesen ist, wobei einem beliebigen Punkt, z. B. €=7 der unendlich 
ferne Punkt z und einem beliebigen Randpunkt = o ein beliebiger 
Randpunkt z= a, zugeordnet werden kann, so kénnen wir behaupten: 
Es muss sich eine Funktion z =f (€) finden lassen, welche fiir alle 
Punkte im Innern der oberen Halbebene (7 >0) mit Ausnahme des 
Punktes €=7, durchaus eindeutig und regulir ist, so zwar, dass auch 


die Ableitung ‘ daselbst an keiner Stelle null wird. Im Punkte 6=7 
wird ¢ es Seog von der ersten Ordnung, so re a pay 
+ 8 (€ — 2) lage ae Gat BE wird, mithin $ - Gas re- 
guliir und von null eae bleibt. Durchliuft ¢ ie he E, so 
durchlinft z eindeutig die Peripherie des Polygons. Hs werde an- 
genommen, dass der Punkt a, zwischen den Punkten a, und a, sich 
befindet. Den Hckpunkten a,, a,, ...a, médgen dann die Punkte a, 
@,, ..- O%, auf der §-Achse entsprechen; dieselben werden in positiver 
Richtung in der angegebenen Reihenfolge durchlaufen, wenn die Varia- 
bele z auf dem Polygon die Eckpunkte a,...a, durchliuft. Da fiir 
den Punkt = oo g eindeutig und regulir bleibt (falls a) nicht gerade 
in eine Ecke verlegt wird, was auch moglich wire), so ist € in der Um- 
dé ee 

+... also an BUT 

de Z— Ay de (¢—a)i” 

und folglich muss C7 dé auch fiir ¢—oo regular und von null ver- 


gebung von z — a, von der Form € = 


schieden sein. Die Umgebung einer Ecke a mit dem Winkel Az lisst 
: 1 


sich durch die Funktion «=(z—a)’ konform auf die Umgebung 
des Punktes w= 0 abbilden, so dass den beiden vom Punkte a aus- 
gehenden Schenkeln die beiden Seiten einer Geraden beziiglich ent- 
sprechen. Jede andere Funktion €, durch welche die Umgebung der 
Kcke auf eine Gerade abgebildet wird, ist demnach so beschaffen, dass 
sie eine konforme Abbildung der Umgebung von w auf die Umgebung 
von € herbeifiihrt, wobei emer Geraden in w eine Gerade in € ent- 
spricht. Daraus kann geschlossen werden (Seite 15), dass € eine regulire 
Funktion von u ist, die emdeutig umkehrbar sein muss, dass also in der 
Umgebung einer Ecke die Gleichung besteht: 


1 
Bea agen ee 


y'-4 im der ganzen Umgebung des Punktes = a 


regulir ist. Bildet man also das Produkt 
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i | 
Awe wee ee 


so bleibt dasselbe in der ganzen oberen Halbebene einschliesslich simt- 
licher Punkte der Achse § eindeutig, reguliir und von null verschieden, 
und nur in dem Punkte = oo wird dieser Ausdruck von der zweiten 


Ordnung null, weil - daselbst von dieser Ordnung verschwindet, 


wihrend die Dimension der iibrigen Faktoren null ist. Fiigt man, um 
dieses zu beseitigen, eine Funktion zweiten Grades hinzu, die in der 
oberen Halbebene nicht null wird, und zwar den Faktor (€ + 7)’, so ist 


FEE a) = a) (ED 


eme reguliire Funktion, die in der oberen Halbebene (y > 0) weder 
null noch unendlich wird, fiir welche also auch log ~ in der oberen 
Halbebene nicht Tee ie wird. 


Das Argument von < = z * ist konstant, solange € eine Strecke zwischen 


zwei Punkten « durchliuft, welche einer Seite des Polygons gee 


Da beim Durchgang durch einen Punkt a das Produkt att _ ite 7 : 


reculir bleibt, so behilt das Argument von (€ — ieee i seinen kon- 


stanten Wert zu beiden Seiten eines Punktes @. Sonach ist der ima- 
giniire Teil von log ~ eine harmonische Funktion, die am Rande der 
Halbebene einen konstanten Wert hat, folglich iiberall in der Halb- 
ebene konstant ist. Mithin ist ~ selbst eme Konstante, also 


de gé-a)i1G— ae Eat tO 


Damit nun fiir 6=7 der Quotient von der Form €— yt BES i) 


wird, also kei Iimeares Glied im Nenner enthalt, muss f (7) — if’ (7) =0 
sein, was eine Relation zwischen den » Unbekannten a, ausdriickt. 
Das Argument in der Konstante C ist bestimmt durch die Rich- 
tung der Seite z, auf welcher der Punkt a angenommen ist, welcher 
dem Punkte €=oo entsprechen soll. Die abbildende Funktion ist 


is 
(b= ah 6 — eh. (6 = ae 
of (2 +1)? dé. 


Der Modul der Konstanten C, sowie die Werte von o,... a, sind 
eindeutig bestimmt, sobald das Polygon z festgelegt ist; sie sind aus 
den transcendenten Gleichungen zu entnehmen: 


Fiinftes Kapitel: Zur Theorie der konformen Abbildung. § 49. ilove 


aE 


41 
rah Oa tae ele Gel On ieee 
apm Of SBN ase at 


a, 
fir k=0, 1, 2,...”, wobei a=. Die Integrale kénnen auch 
lings der reellen Achse selbst gebildet werden, wenn man festsetzt, 
dass ein Faktor (€ — «)—! fiir §< a@ das Argument z (4 — 1) und fiir 
&>a das Argument null erhilt. 
Bildet man die Halbebene konform auf emen Kreis der Ebene o 


mit dem Radius 1 ab, mittels der Substitution € =i wee wobei der 


ee 
Punkt = 0c dem Punkte 6 =1 entspricht und den Punkten «, ... a, 
die Punkte 6, ... B,, also amie so ist 


: penis a4,—1 pee dn—1 
ee ta 
oO 
1 


die Funktion, durch welche das Aussere eines n-Ecks konform auf 
das Innere eines Kreises abgebildet wird, so dass dem Mittelpunkt 
o =0 der unendlich ferne Punkt, dem Peripheriepunkt o = 1 ein be- 
stimmter Punkt a, entspricht. Dabei muss die Relation erfiillt sein: 
4,-—1,4,—1 An —1 
1 ay 2 


3, B, +... 3B = 0. 


Fiir em regelmiissiges Polygon ist 4 = (1 + 2); setzt man 


oi 2 
fC a, 
O} 


so erhilt man die Abbildung der Aussenfliche dieses »-Ecks auf das 
Innere eines Kreises, wobei den Eckpunkten diejenigen Punkte ent- 
sprechen, fiir welche o gleich der n*" Wurzel aus —i ist. Die Seite 
des Polygons hat alsdann die Linge: 


fe 2 


; erip tj in 
tel 8 EF is 


4 
nN 


Die explizite Darstellung der Greenschen Funktion fiir die 
TInnen- oder Aussenfliiche eines geradlinigen Polygones erfordert also 
die Lésung des Umkehrproblemes an einem Integrale, das tiberdies 
nur dann algebraisch ist, wenn siimtliche Winkel rationale Teile von 
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2x sind. Der algebraische Charakter des Problemes tritt aber hervor, 
wenn man die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung entwickelt, 
von deren Lésung zugleich das allgememere Problem, die Abbildung 
eines von Kreisbogen gebildeten Polygones auf die Halbebene abhingt. - 
Fiir diese Differentialgleichung wird auch der Unterschied zwischen 
der Abbildung der Jnnenfliche und der Aussenfliche emes Polygones 
unwesentlich, da der Differentialausdruck in derselben bei linearer 
Transformation invariant bleibt. 

Die Bildung der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir das 
einfach zusammenhingende, von Kreisbogen begrenzte Polygon ist 
von Herrn Schwarz (Journal f. Math. Bd. 70) angegeben worden. 
Die geometrische Bedeutung der Differentialinvariante hat Herr Poch- 
hammer (ebd. Bd. 76) erértert. 

Dieselbe Differentialgleichung in entsprechender Erweiterung ent- 
wickelte Riemann fiir eme von Kreisen begrenzte, mehrfach zu- 
sammenhingende Fliche in dem Fragment: ,,Uber das Gleichgewicht 
der Elektrizitat auf Cylindern mit kreisférmigem Querschnitt“ (Ges. 
Werke 8. 413). In vollstindiger Weise aber ist sie von Herrn 
Schottky in der friiher genannten reichhaltigen Arbeit iiber die 
konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender Fliichen behandelt 


worden. 
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